Cho tam giác ABC có D là trung điểm của cạnh BC. Gọi d là đường thẳng qua D và vuông góc với đường thẳng AD. Trên đường thẳng d lấy một điểm M bất kì. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng MB, MC. Đường thẳng qua E vuông góc với d cắt đường thẳng AB tại P, đường thẳng qua F vuông góc với d cắt đường thẳng AC tại Q. Chứng minh rằng đường thẳng qua M, vuông góc với đường thẳng PQ luôn đi qua một điểm cố định khi M di động trên đường thẳng d.
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* Phân tích. Ta thấy trong đề bài này các giả thiết đưa ra chỉ xoay quanh các yếu tố như trung điểm, đường vuông góc, đoạn thẳng,... nhưng vì có hơi nhiều yếu tố như vậy nên việc liên kết chúng lại và đảm bảo sử dụng được tất cả các giả thiết quả là điều không dễ dàng. Chúng ta có một lời giải bằng cách sử dụng phương pháp hình học thuần túy nhờ kiến thức trục đẳng phương như sau nhưng nó hơi phức tạp vì cần phải kẻ nhiều đường phụ:

* Giải.       

Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của B, C lên đường thẳng d. 

       Do D là trung điểm của BC nên DH = DK, suy ra AD là trung trực của HK
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Gọi 
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 là đường tròn tâm A đi qua H và K.

Gọi H’, K’ lần lượt là các điểm đối xứng với H, K qua các đường thẳng AB, AC
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H’, K’ thuộc 
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.

Giả sử các đường thẳng HH’, KK’ cắt nhau tại I thì I là điểm cố định.


(*)

Ta có : PE // BH (cùng vuông góc với d)  mà PE đi qua trung điểm của MB nên cũng qua trung điểm của MH
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PE là trung trực của MH 
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 PH = PM. 


Gọi 
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 là đường tròn tâm P đi qua H và M, do tính đối xứng nên H’ cũng thuộc 
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Hoàn toàn tương tự, ta cũng có: QF là trung trực của MK; nếu gọi 
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 là đường tròn tâm Q đi qua K và M  thì K’thuộc 
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. Ta lại có: 

+
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cắt nhau tai H, H’ nên HH’ là trục đẳng phương của
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 cắt nhau tai K, K’ nên KK’ là trục đẳng phương của 
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Mặt khác : M cùng thuộc 
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 và P, Q lần lượt là tâm của 
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 nên đường thẳng d’ qua M, vuông góc với PQ chính là trục đẳng phương của 
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Từ đó suy ra: HH’, KK’, d’ đồng quy tại tâm đẳng phương của ba đường tròn 
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  (**)

Từ (*) và (**)  suy ra d’ đi qua I là điểm cố định.

     Vậy đường thẳng qua M, vuông góc với đường thẳng PQ luôn đi qua một điểm cố định khi M di động trên đường thẳng d. Ta có đpcm.
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