CHUYÊN ĐỀ BẤT ĐẲNG THỨC
Câu 1:

a) Chứng minh   2(a4 + b4) > ab3 + a3b + 2a2b2 với mọi a, b.
b) Chứng minh   
[image: image1.wmf]222
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Bài giải:

a) Ta có               2(a4 + b4) > ab3 + a3b + 2a2b2

                          
[image: image2.wmf]Û

   4(a4 + b4) > 2ab3 + 2a3b + 4a2b2
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   ( b4 – 2ab3 + a2b2) + (a4 – 2a3b + a2b2) + (3a4 + 3b4 – 6a2b2) 
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[image: image5.wmf]Û

   (b2 – ab)2 + (a2 – ab)2  + 3(a2 – b2)2 
[image: image6.wmf]³

 0    (đúng)
Vậy bất đẳng thức đã cho đúng.

b) Với a > b > 0 thì 
[image: image7.wmf]222
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       (a2 - b2) + (2ab – b2) + 2
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       2b(a - b) + 2
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Vậy bất đẳng thức đã cho đúng.

Câu 2:

a) Cho a > c, b > c, c > 0. Chứng minh: 
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b) Cho a > 0, b > 0.           Chứng minh: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image17.wmf]ab
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Bài giải:

a) Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương, ta có:
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Điều phải chứng minh.

Dấu “=” xảy ra 
[image: image19.wmf].
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      b) Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương, ta có:
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Suy ra   
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image22.wmf]ab
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Câu 3: 

a) Cho x> 0, y > 0 và x + y 
[image: image23.wmf]£

 1. Chứng minh:     
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức A = 
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Bài giải:

a) Nhận xét rằng nếu a, b là số dương thì 
[image: image26.wmf]114
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Từ đó ta có:
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Vì x, y > 0 và x + y 
[image: image28.wmf]£

 1 nên 
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Từ (*) suy ra: 
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b) Điều kiện: 
[image: image31.wmf]2
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Ta có: 
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Do đó: A= 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức A là  
[image: image34.wmf](
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, đạt được khi x = 1.

Câu 4: Chứng minh các bất đẳng thức sau:

      a)  
[image: image35.wmf]2
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 với mọi a, b, c.
      b)  
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 (a > 0, b > 0, c > 0)
      c)   
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  với mọi a, b, c, d, e.

Bài giải:

      a)  
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Do đó 
[image: image40.wmf]2
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  là bất đẳng thức đúng.

    b) Áp dụng câu a) ta có:

a8 + b8 + c8  
[image: image41.wmf]³

 a4b4 + b4c 4 + c4a4  =  (a2b2)2 + (b2c 2)2 + (c2a2)2 
[image: image42.wmf]³
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 (a2b2) (b2c 2)  + (b2c 2)(c2a2) + (c2a2)(a2b2) = a2b2c 2(a2 ​+ b2 + c2)
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 a2b2c 2(ab +bc + ca)

Do đó
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c) a2 + b2 + c2 + d2 + e2 
[image: image48.wmf]³

 a(b + c + d +e)
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  a2 + b2 + c2 + d2 + e2 – a(b + c + d +e) 
[image: image50.wmf]³

 0
   
[image: image51.wmf]Û

  a2 + b2 + c2 + d2 + e2 – ab – ac – ad – ae  
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          (Bất đẳng thức đúng)
   Do đó a2 + b2 + c2 + d2 + e2 
[image: image54.wmf]³

 a(b + c + d +e) là bất đẳng thức đúng.

Câu 5: Cho n là số nguyên dương. Chứng minh ta luôn có bất đẳng thức:
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Bài giải:

Với m nguyên dương, ta có:  
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Thay m lần lượt bởi 1; 2; ...; m. Ta có:
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Do đó: 
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Câu 6: Tìm tất cả các số thực x thỏa:
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Bài giải:
Điều kiện:
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Áp dung bất đẳng thức Cối cho 2 số không âm, ta có:
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Do đó: 
[image: image62.wmf](
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Vậy    
[image: image63.wmf]24
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    là giá trị cần tìm.

Câu 7: Với a > 0, b> 0, c > 0, hãy chứng minh các bất đẳng thức sau:

a) 
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c) 
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Bài giải:
a) Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương ta có:
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b) 
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Chứng minh tương tự câu a) ta có: 
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Do đó: 
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c)Với a, b > 0. Ta có:
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Tương tự ta có:   
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Do đó:
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Câu 8: Chứng minh


[image: image77.wmf]AaBbBbCcCcAa
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Trong đó A, a, B, b, C, c, d là các số dương.

Bài giải:
Bài toán phụ: Cho 0 < x < y, z > 0. Chứng minh rằng: 
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Vì 0 < x < y, z > 0  
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Áp dụng bài toán phụ ta có: 
[image: image80.wmf]AaBbAa
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Tương tự:                             
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Do đó:
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Câu 9:

Giải bất phương trình: 
[image: image84.wmf]2
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Bài giải:

Điều kiện x # 0.
- Với x > 0. Nhân 2 vế bất phương trình với x ta được:

                 
[image: image85.wmf]422

3

25(29)43

xxx

+³+

                                             (1)
Theo bất đẳng thức Côsi cho ba số dương ta có:
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Từ (1) và (2) suy ra để bất phương trình có nghiệm, dấu đẳng thức phải xảy ra ở bất đẳng thức (2), lúc đó: 
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- Với x < 0. Nhân 2 vế với x ta có:  
[image: image88.wmf]422
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Bất phương trình trên đúng với mọi x < 0.

Câu 10: Cho x, y là 2 số thực khác 0. Chứng minh:
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Bài giải:

Đặt  
[image: image90.wmf].
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Mà 
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Suy ra  
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Khi đó 
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Bất đẳng thức đã cho tương đương với:
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(*) đúng  vì 
[image: image95.wmf]22

thayt

£-³


Vậy bất đẳng thức đã cho đúng(đpcm).

Câu 11: Chứng minh rằng   
[image: image96.wmf](
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Bài giải:

Đặt a = x + y    với x = 
[image: image97.wmf]3
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     y = 
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Dễ thấy: x3 + y3 = 6  và x.y = 1

Suy ra:  
[image: image99.wmf](
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(Vì x > 1, y > 0 nên a > 1).
Do đó      
[image: image100.wmf]92386
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Vậy : 
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Câu 12: Tìm các số nguyên a, b, c thỏa mãn:  
[image: image102.wmf]222
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Bài giải:

Theo giả thiết a, b, c nguyên nên suy ra:
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Suy ra  
[image: image104.wmf];1;1.
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                      Hay a = 1; b = 2; c = 1.
Câu 13:  Chứng minh rằng nếu a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 

abc = ab + bc + ca thì:
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Bài giải:

Từ điều kiện abc = ab + bc + ca, ta có:
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Mặt khác với mọi x, y > 0, ta có:     
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Dấu “=” xảy ra 
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Áp dụng (2) ta có:
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Dấu “=” xảy ra  
[image: image110.wmf]2(),,,
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tức là khi và chỉ khi c = 0 (trái với giả thiết).
Vậy      
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Tương tự ta có:
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Từ các bất đẳng thức trên và kết hợp với (1) ta được:
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Câu 14: Cho a, b, c > 1. Chứng minh rằng:  
[image: image115.wmf]12.
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Đẳng thức xảy ra khi nào?

Bài giải: 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi ta có:


[image: image116.wmf]3
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Nhận xét rằng: Với mọi x > 1 ta có:        

[image: image117.wmf]3

3

3..34.4.412.

111

abc

bca

³=

---


Đẳng thức xảy ra khi a = b = c =4.
Câu 15: Cho 3 số dương x, y, z có tổng bằng 1. Chứng minh rằng:
   
[image: image118.wmf]1.
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Bài giải:

Ta chứng minh 
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Do đó (1) đúng.
Tương tự ta có:      
[image: image121.wmf]yzxyzx

+³+

(1)

                                
[image: image122.wmf]zxyzxy

+³+

    (2)

Từ (1), (2), (3) suy ra:   
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi x = y =z = 
[image: image124.wmf]1
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Câu 16: Cho các số dương x, y, z thỏa mãn: x + y + z = 1.
Chứng minh rằng:
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Bài giải:

Nhận xét rằng:
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Vì x, y > 0 suy ra 
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Tương tự ta có:      
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Cộng ba bất đẳng thức trên ta được:


[image: image130.wmf](

)

222222

2222225.

xxyyyyzzzzxxxyz

++++++++³++


Do x + y + z = 1. Suy ra:
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Câu 17: Cho hai số dương a, b. Chứng minh rằng:
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Khi nào xảy ra đẳng thức?

Bài giải:

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương ta có:


[image: image133.wmf](

)

2

1111

.

24222442

ab

ababab

abababab

+

+++

æöæöæö

+=++=+++³++

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


Xét hiệu:
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Suy ra:         
[image: image135.wmf](
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Dấu “=” xảy ra         
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Bài 18: Với 4 số a, b, c, d thỏa mãn các điều kiện
    a2 + b2 = 2   và     (a – d)(b – c) = 1

Chứng minh rằng: 
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Khi nào dấu “=” xảy ra?

Bài giải:
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Bất đẳng thức (2) đúng nên bất đẳng thức (1) đúng.

Dấu “=” xảy ra khi  
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Câu 19: Cho a, b, c là các số thực lớn hơn hay bằng 1 chứng minh rằng:
     a)   
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Bài giải:
     a)   
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Vì a, b 
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b) Áp dụng kết quả trên ta có:
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Do đó:
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Câu 20: Chứng minh:  
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Bài giải:
Xét hiệu 
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Vì (
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