
DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

Người làm: Thiệu Khắc Đạt
Zalo: Thiệu Khắc Đạt  -  số đt zalo: 0359919909
Email: datbongbt@hledu.edu.vn

CĐ13: HÌNH HỌC
Dạng 1.  Sử dụng trong bài toán chia hết
A. Trắc nghiệm (nếu có)
B. Tự luận
Câu 1.(HSG 7 TP Trực Nình  2022 - 2023)   

Cho  vuông cân tại , lấy điểm  bất kì thuộc cạnh ( khác  và ). Trên nửa mặt 

phẳng chứa điểm ,  kẻ tia  và  vuông góc với , đường thẳng vuông góc với  tại  cắt 

tia  và  lần lượt tại  và . Chứng minh rằng:
1)  
2)  vuông cân. 

3) Từ  kẻ đường thẳng song song với , đường thẳng này cắt  và  lần lượt tại  và . 
Chứng minh:

a)  .

b)  .
Lời giải

1) Ta có:  vuông cân tại   và 

Mà 
Xét  và có

( vì cùng phụ với )
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 (g.c.g)(đpcm)

2) Từ  (hai cạnh tương ứng)

Xét  có  cân tại , có ( vì )

 vuông cân tại     
Tương tự ta cũng chứng minh được vuông cân tại .

 có 

vuông tại  có  (Theo  và )
 vuông cân tại  (đpcm).

3)

a) Có  (gt), (gt) nên  tại .

Xét  có  là hai đường cao (vì )

mà  cắt  tại  nên  là trực tâm của 

(Theo tính chất đồng quy của ba đường cao trong tam giác) (đpcm)

b) Từ  vẽ ( ), ( ).

Chứng minh được   (g.c.g)

  (vì hai cạnh tương ứng) 

Trong  có (bất đẳng thức trong tam giác) 

Từ  và 

 và  nên .

vuông tại  là cạnh huyền nên là cạnh lớn nhất 

Tương tự  ta có 

Từ ;  và  ta có 

Tương tự ; 
Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta có

 (đpcm)
Câu 2.(HSG 7 TP Thanh Thiện 2022 - 2023)   

Cho tam giác  cân tại  ( ). Gọi  là trung điểm của , qua  kẻ đường thẳng 
vuông góc với  cắt đường thẳng  tại . Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho

.
a) Chứng minh: .

b) Chứng minh: .
c) Lấy điểm  trên cạnh , điểm  trên cạnh  sao cho . Trên tia  lấy  sao cho

. Chứng minh: .
Lời giải
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a) Tam giác  cân tại  nên , 
Tam giác  có  là trung tuyến và đường cao nên  là tam giác cân tại 

.

Suy ra  

Xét  và  có  (cmt),  (cmt),  (gt)
(c.g.c)  (cạnh tương ứng).

Vậy .

b) Tam giác  cân tại  nên  .

Tam giác  là tam giác cân tại  .

Do đó .
c) Kẻ đường cao  cắt  tại ,  tại .

Vì  cân tại  có  là đường cao nên  là trung tuyến .

Vì  vuông tại  nên     (1).

Vì  (gt) nên  cân tại   mà 

 mà  tại  nên  vuông tại  nên

 

Vì  cân tại  có  là đường cao nên  là trung tuyến  

   (2).

Từ (1), (2) suy ra 

Vậy .
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Câu 3.(HSG 7 Trường THCS Nguyệt Ấn - TP Vình 2022 - 2023)

 Cho  nhọn có . Trên tia đối của tia  lấy điểm sao cho . Qua
 kẻ đường thẳng song song với  và cắt đường thẳng  tại .

a) Chứng minh rằng: ; 

b) Gọi  lần lượt là trung điểm của . Chứng minh rằng  là trung điểm của 
c) Gọi là điểm bất kì nằm trong . Xác định vị trí của để biểu thức

 đạt giá trị nhỏ nhất.

Lời giải

a)  Xét  và  có

 ( hai góc đối đỉnh)
 (gt)

 ( do )
Suy ra   ( g-c-g)
Suy ra: ( hai cạnh tương ứng). ( đpcm)
Và ( hai cạnh tương ứng) suy ra là trung điểm của 
Ta có:
Xét  và  có

 (chứng minh trên)

 ( hai góc đối đỉnh)
 (gt)

Suy ra   ( c-g-c)
Suy ra:  ( hai cạnh tương ứng). (đpcm)
  b)  Vì  là trung điểm của  và  là trung điểm của EC 
suy ra  là đường trung bình của tam giác 

Suy ra:  và 

Chứng minh tương tự:  là đường trung bình của tam giác 

Suy ra:  và 

Vì  và suy ra:  thẳng hàng ( theo Tiên đề Euclid)    (1)

Vì  và  suy ra                                                   (2)

Trang 4/20



DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

Từ (1) và (2) suy ra:  là trung điểm của  (đpcm).
c)

Kẻ và cùng vuông góc với , ta có:

                   (1)

Mặt khác:  
Suy ra:                                               (2)

Từ (1) và (2) suy ra:             (3)
Dấu “=” xảy ra khi  
Chứng minh tương tự ta được:

 (4)

 (5)
Từ (3), (4) và (5) ta được:

Dấu “=” xảy ra khi:   Hay  là trực tâm của .

Vậy min
 

Xảy ra khi:   Hay  là trực tâm của .
Câu 4. (HSG 7 TP Thanh Hóa 2022 - 2023)   

Cho tam giác nhọn có đường cao . Trên nửa mặt phẳng bờ  chứa điểm  lấy điểm  

sao cho  và . Trên nửa mặt phẳng bờ  chứa điểm  lấy điểm sao cho

 và .

a) Chứng minh 

b) Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh  là trung điểm của .

c) Chứng minh rằng: 
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Lời giải

a) Ta có: 

Mà 

Xét và  có:

 (gt)

(cmt)

 (gt)

Suy ra: (c.g.c)  (hai cạnh tương ứng)

b) Từ  kẻ ( thuộc ), từ kẻ (  thuộc )

 và  có:

(cùng phụ  )

(cạnh huyền - góc nhọn)  (1)

Tương tự: (2)

Từ (1) và 2) suy ra: 

+ Ta có:  và , mà (đối đỉnh)

Suy ra: 

Xét  và có:

 (cmt)

(cmt)

Suy ra:  (g.c.g)

 là trung điểm của 

c) Xét tam giác  có : (3) (Bất đẳng thức trong tam giác)
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 Xét tam giác  có :  (4) (Bất đẳng thức trong tam giác)

Từ (3) và (4) suy ra :

Câu 5.(HSG 7 Thiệu Hóa- Thanh Hóa 2022 - 2023)   

Cho tam giác vuông tại  có đường cao . Phân giác các góc  và góc  

lần lượt cắt  tại và . Vẽ  là tia phân giác của tam giác  thuộc , vẽ  là tia 

phân giác của tam giác  thuộc 

1) Chứng minh:  và cân.

2) Gọi  là giao của  và  Chứng minh điểm cách đều ba đỉnh tam giác  và tam giác

 vuông cân. 

3) Chứng minh .
Lời giải

1)

+ Do  vuông tại  nên 

 vuông tại  nên 

Nên  (cùng phụ với )

+ Ta có  (vì  là phân giác của 

lại có  (tính chất góc ngoài)

suy ra 

Vậy cân tại .
2) 

+) cân tại  (c/m câu 1) và là phân giác của  nên  cũng là trung trực của .

Lại có nên (tính chất đường trung trực)

+) Do vuông tại nên

 vuông tại nên

Nên  (cùng phụ với )
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Ta có  (vì là phân giác của )

lạicó  (tính chất góc ngoài)

suy ra

Vậy cân tại .

+ cân tại và là phân giác của  nên cũng là trung trực của .

Lại có nên (tính chất đường trung trực)

Do đó hay  cách đều  đỉnh của tam giác .

Do  nên  cân tại . (1)

+ Kẻ là tia đối của tia . Ta có:

Suy ra  

Hay      (2)

Từ (1) và (2) suy ra: Vậy  vuông cân tại .

3) Áp dụng bất đẳng thức tam giác ta có  
Cộng các vế ta có 

Suy ra 

Qua kẻ đường thẳng song song với cắt tại 

Qua kẻ đường thẳng song song với cắt tại 

Qua kẻ đường thẳng song song với cắt tại 

Trong có 

Dễ dàng chứng minh  nên (1)

Do nên  suy ra  mà trong tam giác có 

nên hay  (2)

Ta lại có  (vì  nên 

Do đó  (3)

Từ (1), (2), (3) ta có  hay .
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Vậy
Câu 6.(HSG 7 Nam Đàn- Nghệ An 2022 - 2023)

Cho  vuông cân tại , gọi  là trung điểm của . Lấy điểm  bất kì trên đoạn thẳng  (

 khác  và ). Gọi  lần lượt là hình chiếu của  và  xuống đường thẳng  . 

a) Chứng minh .
b) Kẻ  cắt  tại . Chứng minh đường thẳng  vuông góc với .

c) Chứng minh  là phân giác của .
Lời giải

K 

E 

I D 

H 

P N 

M 

a) Chứng minh .
Xét hai tam giác vuông: và  có

       MP = MN ( vuông cân)

       

 

(cùng phụ với )

(ch-gn)

 (2 cạnh tương ứng)

b) Kẻ  cắt tại . Chứng minh đường thẳng  vuông góc với 
Xét vuông cân

Đường trung tuyến  cũng là đường cao

Xét có:

Mà ) cắt nhau tại 

 là trực tâm 

c) Chứng minh là phân giác của .
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Ta có  vuông cân tại  suy ra  vuông cân tại   (1)

Mà   (2)

Từ (1) và (2) 

Xét  và có

 

Có: 

Mà  vuông cân 

Mà  là phân giác của .
Câu 7.(HSG 7 Tam Dương 2022 - 2023)

Cho tam giác  có  gọi  là giao điểm của ba đường phân giác của tam . Kẻ
 vuông góc với  tại ,  vuông góc với  tại 

a) Chứng minh  là tam giác cân

b) Trên đoạn  lấy  sao cho , gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh  là

trung điểm của .

c) Chứng minh thẳng hàng

Lời giải

a) Xét 

Có chung

Nên  cân tại  

b) Kẻ ta có
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Nên suy ra cân tại

Xét  có

(g.c.g)
Vậy  là trung điểm của 

c) Kẻ , xét  có  chung,

Ta chứng minh 

cân tại 

Chứng minh tương tự ta có  thẳng hàng
Câu 8. (HSG 7 TP Lào Cai 2022 - 2023)

Cho tam giác  có  góc nhọn, . Các tia phân giác của góc  và góc  cắt nhau

tại . Gọi  là hình chiếu của  trên  là hình chiếu của  trên . Lấy điểm  trên đoạn

 sao cho . Gọi  là giao điểm của  và .

a) Chứng minh  cân; .

b) Gọi  là điểm trên đoạn thẳng  sao cho . Chứng minh .

c) Chứng minh  là trung điểm của  và  điểm  thẳng hàng
Lời giải

E

G

M
K

I

H

F

O

A

B C

a) Chứng minh  cân; .

Xét  và  Có:

 là cạnh chung

(vì  là phân giác )

Suy ra: (c.h-g.n) cân tại 

Xét  và  có:

(gt)

(Tính chất đồng quy của 3 đường phân giác)

(c.g.c) suy ra ( 2 cạnh tương ứng)

b) Xét cân tại   ( giả thiết) (1)
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Xét cân tại   (2)

Từ (1); (2)  suy ra:  mà 2 góc ở vị trí đồng vị nên .

c) +) Qua  vẽ 

Ta có  cân tại 

Mà  (đồng vị,  (2)

Từ (1) và (2)  hay , Vậy  cân tại  , mặt khác: 

 nên 

Ta lại có:  (so le trong,  )

Xét  và  có:

  
(g-c-g)  

Hay  là trung điểm của 

+) Vẽ  tại . Tương tự câu a, ta có:  thứ tự cân tại . 

Suy ra  và .

 cân tại .

Mà  là phân giác của  là đường trung tuyến của  nên  là ba điểm thẳng hàng.
Câu 9. (HSG 7 TP Thủ Đức 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông cân tại . Gọi  là trung điểm  là điểm thuộc đoạn  (  khác

 và . Kẻ các đường thẳng   lần lượt vuông góc với đường thẳng  tại  và .

a) Chứng minh:  và .
b) Chứng minh:Tam giác  vuông cân.

Lời giải

H

I

M
C

A

B
D

a)  vuông cân tại 

 là đường trung tuyến đồng thời là đường phân giác

 vuông cân tại  (1)
Xét  tam giác vuông  và  có
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;  ( cùng phụ ) (2)
( cạnh huyền -  góc nhọn)

(  cạnh tương ứng)

b) 

 có  nên  cân tại 

Xét  và  có ; ; 
(c.g.c) (3)

Suy ra tam giác cân tại 

Mà (4)
Từ (3) và (4) tam giác  vuông cân
Câu 10. (HSG 7 Vũ Thư 2022 - 2023)

1. Cho  vuông cân tại . Gọi là trung  điểm của . Lấy điểm  nằm giữa

    hai điểm  và Kẻ và  lần lượt vuông góc với đường thẳng (  thuộc đường  
thẳng ).
a) Chứng minh: ;
b) Chứng minh: .

2. Cho tam giác  có , trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho

. Tính số đo .
Lời giải

1.

H

K

M
E

C

BA
 

a) Do và  lần lượt vuông góc với đường thẳng (  thuộc ) (giả thiết) nên  và

 lần lượt là các tam giác vuông tại  và 

Ta có:  ( vuông tại ) và ( vuông tại ). Nên

Xét  vuông tại  và vuông tại  có:
 (chứng minh trên)

 (chứng minh trên)

Suy ra (cạnh huyền- góc nhọn)
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b) Ta có (chứng minh trên)  (hai cạnh tương ứng)
Do  vuông cân tại , là trung  điểm của (giả thiết) nên AM là đường trung tuyến, đường
cao, đường phân giác của 

 và  

 Ta có  và  là hai góc phụ nhau,   và là hai góc phụ nhau, mà  

(hai góc đối đỉnh) nên .

Xét và có:
 (chứng minh trên)

 (chứng minh trên)
 (chứng minh trên)

Do đó  (c-g-c).
2.

15°

45° 30°60°

F

E

DCB

A

Kẻ , chứng minh được  có 

Xét , có 

 hay  
Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho . Ta chứng minh được  đều

 cân tại 

 cân tại .

 

Vậy 
Câu 11. (HSG 7 Bình Lục 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông cân tại .Gọi  là trung điềm của .

a) Chứng minh 

b) Lấy điểm H thuộc đoạn thẳng  (H khác  và  ).Kè các đường thẳng ,FK lần lượt vuông 

góc với đường thẳng  tại  và .Chưng minh  và tam giảc GIK vuông cân.
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Lời giải

K

I

G
E

D

FH

a) Chứng minh 

Ta có vuông cân tại 

Lại có DG là đường trung tuyến trong tam giác cân

DG là đường cao, đường phân giác của 

(đpcm)

b) Lấy điểm H thuộc đoạn thẳng  (H khác  và  ).Kè các đường thẳng ,FK lần lượt vuông 

góc với đường thẳng  tại  và .Chứng minh  và tam giác  vuông cân.

*Chứng minh 

Chỉ ra  (cùng phụ )

Chứng minh được  ( cạnh huyền - góc nhọn)

 ( 2 cạnh tương ứng)

* Tam giác  vuông cân

Chứng minh được 

 Chứng minh được 

Chứng minh được 

Chứng minh được  (c.g.c) 

Do  

Từ  và  vuông cân

Câu 12. (HSG 7 Bình Lục 2022 - 2023)
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Cho tam giác MNP có .Vẽ ra phia ngoài tam giác MNP hai đoạn thẳng  vuông góc và 

bằng  vuông góc và bằng .Gọi I là trung điểm của NP.Chứng minh .

Lời giải

F

I

R

Q

M

N P

Trên tia đối của tia , lấy điểm F sao cho 

Dễ dàng chứng minh được (c.g.c)

(1)

Và (vì )  (2)

Từ (1) và (2) ta có: 

Chứng minh được (c.g.c)

Câu 13. (HSG 7 Kim Thành 2022 - 2023)

Cho  cân tại  và có ba góc đều là góc nhọn. Vẽ trung tuyến .
a) Chứng minh:  vuông góc vói .

b) Vẽ  vuônng góc với  (  và  nằm khác phía so với đường thằng ). Qua vẽ
đường thẳng vuông góc với  cắt tia  tại điểm . Chứng minh: .

c) Đường phân giác của  cắt  tại , đường phân giác của  cắt  tại , đường phân 

giác của   cắt   tại . Gọi .  là trung điểm cùa . Trên tia đối của tia  lấy điểm  
sao cho . Chứng minh:  là tam giác vuông.
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Lời giải

P
Q

K

NF

D

H M

I

E

CB

A

a) Xét  và có:
 (  cân tại );
 (gt);

 chung;
(c.c.c)

Mà  (Kề bù)

 (đpcm).
b) Xét  và  có

 (gt) 

(Tính chất góc ngoài )

Gọi  và  lần lượt là giao điểm của  và  với .

 vuông tại  có 

 vuông tại  có 

Từ ; ;   (g.c.g)
 (đpcm)

c) là đường phân giác của  nên  là phân giác của .

 và  lần lượt là hai tia phân giác của hai góc  và  nên .
 là trung tuyến của  vuông tại  nên .
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 (tính chất góc ngoài )

 ( )

Mà  cân tại  nên  nên   hay 

 cân tại  nên  

 (Do )

(Do )

Mà  (tính chất góc ngoài  )

Từ  và  ta có 
 cân tại 

 vuông tại .
Câu 14. (HSG 7 Mũi nhọn 2022 - 2023)

Cho tam giác  cân tại . Trên cạnh  lấy điểm , trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho

. Các đường thẳng vuông góc với kẻ từ  và  cắt ,  lần lượt ở .

a) Chứng minh rằng: 

b)  cắt  tại . Chứng minh là trung điểm của 

c) Chứng minh rằng đường thẳng vuông góc với  tại  luôn đi qua một điểm cố định khi thay 

đổi trên cạnh .
Lời giải

a) Ta có:  ( cân tại )

 (2  góc đối đỉnh)

Xét hai tam giác vuông: và  có:

          (gt)
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           (CMT)

 =  (cạnh góc vuông – góc  nhọn)

b) Xét hai  tam giác vuông:  và có:

          (vì  )

           (2 góc đối đỉnh)  

 =  (cạnh góc vuông – góc nhọn)

 là trung điểm của 

c) Kẻ  tại .Đường  vuông góc với  tại  cắt  tại .

Xét và có:

là cạnh chung

 (vì cân, )

( cân)

(c.g.c)

      (1)

Xét và có:

( )

(  là trung điểm ,  nên là trung trực của )

(vì  )

  (c.c.c)

hay      (2)

Từ (1) và (2)  , mà hai góc  này ở vị trí kề bù nên

  tại 

Vì  cố định nên  cố định (đpcm)
Câu 15. (HSG 7 Mũi nhọn 2022 - 2023)

Cho tam giác có góc  nhỏ hơn . Trên nửa mặt phẳng bờ  không chứa điểm  vẽ đoạn

thẳng  sao cho vuông góc với  và . Trên nửa mặt phẳng bờ không chứa

điểm  vẽ đoạn thẳng  sao cho vuông góc với và .

1) Chứng minh rằng: Tam giác  và tam giác  bằng nhau.

2) Chứng minh: .

3) Kẻ . Chứng minh đi qua trung điểm của .
Lời giải
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F

I

H

K

E

D

N

M

B

A

C

1) Ta có: ,

              .

Do đó: .

Xét hai tam giác và có:  (gt);  (gt); .

Do đó  (c.g.c).

2) Gọi  lần lượt là giao điểm của với .

Ta có: (c.g.c) suy ra: ;  (hai góc đối đỉnh).

 Suy ra:  .

Vậy vuông góc với .  

3) Gọi là giao điểm của và .  Kẻ  vuông góc với  lần lượt tại .

Ta có: .

Mà  nên .

Xét hai tam giác vuông và có:  (gt); .

Do đó:  (cạnh huyền - góc nhọn). Suy ra: .

Chứng minh tương tự cũng suy ra được: . Do đó .

Xét hai tam giác vuông và  có:  (hai góc đối đỉnh); .

Do đó: (cạnh góc vuông - góc nhọn).

Suy ra: .

Vậy  đi qua trung điểm của .

Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com
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