



PHẦN A. LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ MINH HỌA
1. GÓC LƯỢNG GIÁC
a) Khái nhiệm góc lượng giác và số đo của góc lượng giác









Trong mặt phẳng, cho hai tia . Xét tia  cùng nằm trong mặt phẳng này. Nếu tia  quay quanh điểm , theo một chiều nhất định từ  đến , thì ta nói nó quét một góc lượng giác với tia đầu , tia cuối  và kí hiệu là .




Góc lượng giác  chỉ được xác định khi ta biết được chuyển động quay của tia  từ tia đầu  đến tia cuối . Ta quy ước: Chiều quay ngược với chiều quay của kim đồng hồ là chiều dương, chiều quay cùng chiều kim đồng hồ là chiều âm.
[image: ]







Khi đó, nếu tia  quay theo chiều dương đúng một vòng ta nói tia  quay góc , quay đúng 2 vòng ta nói nó quay góc ; quay theo chiều âm nửa vòng ta nói nó quay góc , quay theo chiều âm  vòng ta nói nó quay góc 






Khi tia  quay góc  thì ta nói góc lượng giác mà tia đó quét nên có số đo . Số đo của góc lượng giác có tia đầu , tia cuối  được kí hiệu là 
[image: ]





Mỗi góc lượng giác gốc  được xác định bởi tia đầu , tia cuối  và số đo của nó.





Chú ý. Cho hai tia  thì có vô số góc lượng giác tia đầu , tia cuối . Mỗi góc lượng giác như thế đều kí hiệu là . Số đo của các góc lượng giác này sai khác nhau một bội nguyên của .




Ví dụ 1. Cho góc hình học  có số đo . Xác định số đo của các góc lượng giác  và .
[image: ]
Giải
Ta có:



- Các góc lượng giác tia đầu , tia cuối  có số đo là .



- Các góc lượng giác tia đầu , tia cuối  có số đo là .
b) Hệ thức Chasles

Hệ thức Chasles: Với ba tia  bất kì, ta có


Nhận xét. Từ hệ thức Chasles, ta suy ra:

Với ba tia tuỳ ý  ta có 







Ví dụ 2. Cho một góc lượng giác  có số đo  và một góc lượng giác  có số đo . Tính số đo của các góc lượng giác 
Giải


Số đo của các góc lượng giác tia đầu , tia cuối  là 




Vậy các góc lượng giác  có số đo là .
2. ĐƠN VỊ ĐO GÓC VÀ ĐO ĐỘ DÀI CUNG TRÒN
a) Đơn vị đo góc và cung tròn

Đơn vị độ: Để đo góc, ta dùng đơn vị độ. Ta đã biết: Góc 1° bằng  góc bẹt.

Đơn vị độ được chia thành những đơn vị nhỏ hơn: .
Đối với các góc lượng giác, khi mà số vòng quay trong chuyển động tương ứng từ tia đầu đến tia cuối là khá lớn thì số đo của chúng tính bằng độ sẽ trở nên cồng kềnh. Do đó, trong khoa học và kĩ thuật, bên cạnh việc đo bằng độ, người ta còn sử dụng đơn vị đo góc bằng rađian.





Đơn vị rađian: Cho đường tròn  tâm , bán kính  và một cung  trên (hình).
[image: ]


Ta nói cung tròn  có số đo bằng 1 rađian nếu độ dài của nó đúng bằng bán kính .


Khi đó ta cũng nói rằng góc  có số đo bằng 1 rađian và viết: rad.




Quan hệ giữa độ và rađian: Do đường tròn có độ dài là  nên nó có số đo  rad. Mặt khác, đường tròn có số đo bằng  nên ta có  rad.

Do đó ta viết: 


Chú ý. Khi viết số đo của một góc theo đơn vị rađian, người ta thường không viết chữ rad sau số đo. Chẳng hạn góc  được hiểu là góc  rad.
Ví dụ 3

a) Đổi từ độ sang rađian các số đo sau: .

b) Đổi từ rađian sang độ các số đo sau: .
Giải
a) Ta có:




b) Ta có:






Chú ý. Dưới đây là bảng tương ứng giữa số đo bằng độ và số đo bằng rađian của các góc đặc biệt trong phạm vi từ  đến .
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b) Độ dài cung tròn



Một cung của đường tròn bán kính  và có số đo  rad thì có độ dài .

Ví dụ 4. Trạm vũ trụ Quốc tế ISS (tên Tiếng Anh: International Space Station) nằm trong quỹ đạo tròn cách bề mặt Trái Đất khoảng . 
[image: ]


Nếu trạm mặt đất theo dõi được trạm vũ trụ ISS khi nó nằm trong góc  ở tâm của quỹ đạo tròn này phía trên ăng-ten theo dõi, thì trạm vũ trụ ISS đã di chuyển được bao nhiêu kilômét trong khi nó đang được trạm mặt đất theo dõi? Giả sử rằng bán kính của Trái Đất là . Làm tròn kết quả đến hàng đơn vị.
Giải

Bán kính quỹ đạo của trạm vũ trụ quốc tế là .

Đổi  rad

Vậy trong khi được trạm mặt đất theo dõi, trạm ISS đã di chuyển một quãng đường có độ dài là .
3. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC LƯỢNG GIÁC
a) Đường tròn lượng giác

- Đường tròn lượng giác là đường tròn có tâm tại gốc toạ độ, bán kính bằng 1, được định hướng và lấy điểm  làm điểm gốc của đường tròn.



- Điểm trên đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác có số đo  (độ hoặc rađian) là điểm  trên đường tròn lượng giác sao cho sđ .
[image: ]




Ví dụ 5. Xác định các điểm  và  trên đường tròn lượng giác lần lượt biểu diễn các góc lượng giác có số đo bằng  và .
Giải


Điểm  trên đường đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác có số đo bằng  được xác định trong Hình


Điểm  trên đường đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác có số đo bằng  được xác định trong Hình
[image: ]
b) Các giá tri lượng giác của góc lượng giác


Giả sửa  là điểm trên đường tròn lượng giác, biểu diễn góc lượng giác có số đo 




- Hoành độ  của điểm  được gọi là côsin của , kí hiệu là .





- Tung độ y của điểm  được gọi là sin của , kí hiệu là .






- Nếu , tỉ số  được gọi là tang của , kí hiệu là tan .






- Nếu , tỉ số  được gọi là côtang của , kí hiệu là .




- Các giá trị  được gọi là các giá trị lượng giác của .
Chú ý
a) Ta còn gọi trục tung là trục sin, trục hoành là trục côsin.
b) Từ định nghĩa ta suy ra:


-  xác định với mọi giá trị của  và ta có:




-  xác định khi .


-  xác định khi .

- Dấu của các giá trị lượng giác của một góc lượng giác phụ thuộc vào vị trí điểm biểu diễn  trên đường tròn lượng giác (hình).
[image: ][image: ]

Ví dụ 6. Cho góc lượng giác có số đo bằng .

a) Xác định điểm  trên đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác đã cho.
b) Tính các giá trị lượng giác của góc lượng giác đã cho.
Giải


a) Điểm  trên đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác có số đo là  được xác định trong Hình.
[image: ]
b) Ta có:


c) Giá tri lượng giác của các góc đặc biệt
[image: ]
d) Sử dụng máy tính cầm tay để đổi số đo góc và tìm giá trị lượng giác của góc 
Có thể dùng máy tính cầm tay để tính giá trị lượng giác của góc lượng giác và đổi số đo độ của cung tròn ra rađian và ngược lại.

Ví dụ 7. Sử dụng máy tính cầm tay để tính:  (làm tròn kết quả đến chự số thập phân thứ tư).
Giải
[image: ]

Ví dụ 8. a) Đổi  sang rađian;

b) Đổi (rad) sang độ.
Giải
[image: ]
4. QUAN HỆ GIỮA CÁC GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC
a) Các công thức lượng giác cơ bản
Đối với các giá trị lượng giác, ta có các hệ thức cơ bản sau:





Ví dụ 9. Tính các giá trị lượng giác của góc , biết:  và .
Giải



Vì  nên . Mặt khác, từ  suy ra

.


Do đó,  và .
b) Giá trị lượng giác của các góc có liên quan đặc biệt


- Góc đối nhau  và 
	

	[image: ]






- Góc bù nhau ( và 
	

	[image: ]




- Góc phụ nhau ( và )
	

	[image: ]





- Góc hơn kém  ( và )
	

	[image: ]




Chú ý. Nhờ các công thức trên, ta có thể đưa việc tính giá trị lượng giác của một góc lượng giác bất kì về việc tính giá trị lượng giác của góc  với .


Ví dụ 10. Tính: a) ;b) .
Giải. Ta có:

a) .

b) .
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN (PHÂN DẠNG)
Dạng 1. Đơn vị đo góc
Câu 1. Hoàn thành bảng sau:
	 Số đo độ 
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	 Số đo rađian 
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  


Câu 2. 
a) Đổi từ độ sang rađian các số đo sau: ;

b) Đổi từ rađian sang độ các số đo sau: .
Câu 3. Đổi số đo cung tròn sang số đo độ:



a) 	b) 	 c) 	



d) 	e)	 f) 
Câu 4. Đổi số đo cung tròn sang số đo radian:




a)  	b)  	c)  	d)  
Dạng 2. Độ dài cung tròn
Câu 5. 
Một đường tròn có bán kính . Tìm độ dài của các cung trên đường tròn đó có số đo sau:



a) ;	b) 1,5 ;	c) ;	d) .
Câu 6. 
[bookmark: MTBlankEqn]Một đường tròn có bán kính . Tìm độ dài của cung trên đường tròn đó có số đo là



a) 	b) 	c) 
Câu 7. 

Bánh xe máy có đường kính kể cả lốp xe  cm. Nếu xe chạy với vận tốc  km/h thì trong một giây bánh xe quay được bao nhiêu vòng?
Câu 8. 

Một máy kéo nông nghiệp với bánh xe sau có đường kính là , bánh xe trước có đường kính là , xe chuyển động với vận tốc không đổi trên một đoạn đường thẳng. Biết rằng vận tốc của bánh xe sau trong chuyển động này là 80 vòng/phút.
[image: ]
a) Tính quãng đường đi được của máy kéo trong 10 phút.
b) Tính vận tốc của máy kéo (theo đơn vị km/giờ).
c) Tính vận tốc của bánh xe trước (theo đơn vị vòng/phút).
Câu 9. Bánh xe của người đi xe đạp quay được 11 vòng trong 5 giây.
a) Tính góc (theo độ và rađian) mà bánh xe quay được trong 1 giây.

b) Tính độ dài quãng đường mà người đi xe đã đi được trong 1 phút, biết rằng đường kính của bánh xe đạp là .
Dạng 3. Mối liên hệ giữa góc hình học và góc lượng giác
Câu 10. 



Xác định các điểm  và  trên đường tròn lượng giác lần lượt biểu diễn các góc lượng giác có số đo bằng  và .
Câu 11. 
Trên đường tròn lượng giác, xác định điểm  biểu diễn các góc lượng giác có số đo sau:




a) ;	b) ;	c) ;	d) .
Câu 12. 






Cho góc lượng giác  có số đo . Hỏi trong các góc , , , ,, những góc nào là số đo của một góc lượng giác có cùng tia đầu, tia cuối với góc đã cho.
Câu 13. 


Hãy tìm số đo  của góc lượng giác  với , biết một góc lượng giác có cùng tia đầu và tia cuối với góc đó có số đo là:




a)  	b)  	c)  	d)  
Câu 14. 


Hãy tìm số đo  của góc lượng giác   biết một góc lượng giác có cùng tia đầu và tia cuối với nó có số đo:




a)  	b) 	 c)  	d)  
Câu 15. 
Cho góc lượng giác có số đo bằng .

a) Xác định điểm  trên đường tròn lượng giác biểu diễn góc lượng giác đã cho.
b) Tính các giá trị lượng giác của góc lượng giác đã cho.
Câu 16. Sử dụng máy tính cầm tay để:

a) Tính: ;

b) Đổi  sang rađian;

c) Đổi (rad) sang độ.
Dạng 4. Dấu các giá trị lượng giác của góc
Câu 17. Xác định dấu của các biểu thức sau:


a) .	b) .
Câu 18. 
Cho . Xét dấu của các biểu thức sau:


a) .	b) .


c) .	d) .
Câu 19. 
Cho . Xét dấu của các biểu thức sau:


a) .	b) .


c) .	d) .
Câu 20. 
Cho tam giác . Xét dấu của các biểu thức sau:


a) .	b) .


c) .	d) .
Dạng 5. Rút gọn biểu thức lượng giác
Câu 21. Rút gọn các biểu thức sau:

a)  

b)  

c) 

d) 
Câu 22. Không dùng bảng số và máy tính, rút gọn các biểu thức:

a) .

b) .
Câu 23. Tính giá trị các biểu thức sau:

a) 

b) 

c)  

d) 
Câu 24. Rút gọn các biểu thức sau:

a) .

b) .

c) .

d) .

e) . 
Câu 25. 
Rút gọn biểu thức 
Câu 26. 
Rút gọn biểu thức 
Câu 27. 
Rút gọn biểu thức .
Câu 28. 
Rút gọn biểu thức 
Câu 29. 
Đơn giản biểu thức 
Câu 30. 
Đơn giản biểu thức 
Câu 31. 
Đơn giản biểu thức 
Câu 32. 
Đơn giản biểu thức 
Câu 33. 
Đơn giản biểu thức 
Dạng 6. Tính giá trị lượng giác của góc lượng giác
Câu 34. 


Tính các giá trị lượng giác của góc , biết:  và .
Câu 35. Tính:

a) ;

b) 
Câu 36. 
Tính các giá trị lượng giác của góc , biết:


a)  và ;


b)  và ;


c)  và 


d)  và .
Câu 37. Cho biết một GTLG, tính các GTLG còn lại


a) .	b) .


c) .		d) .
Câu 38. Cho biết một GTLG, tính giá trị của biểu thức, với:

a) .

b) .

c) .

d) .

e) .
Câu 39. 
Tính giá trị lượng giác của góc  nếu


a) .	b) .


c) .	d) .
Câu 40. 

a) Cho . Tính .


b) Cho . Tính 


c) Cho . Tính 
Câu 41. 
Cho . Tính giá trị các biểu thức sau:

a/ 

b/ 

c/  
Câu 42. 


a) Cho. Tính .


b) Cho . Tính .


c) Cho . Tính .
Câu 43. 



 Cho . Tính  



 Cho  Tính 
Câu 44. 
Huyết áp của mỗi người thay đổi trong ngày. Giả sử huyết áp tâm trương (tức là áp lực máu lên thành động mạch khi tim giãn ra) của một người nào đó ở trạng thái nghỉ ngơi tại thời điểm  được cho bởi công thức:





trong đó  là số giờ tính từ lúc nửa đêm và  tính bằng  (milimét thuỷ ngân). Tìm huyết áp tâm trương của người này vào các thời điểm sau:
a) 6 giờ sáng;
b) 10 giờ 30 phút sáng;
c) 12 giờ trưa;
d) 8 giờ tối.
Dạng 7. Chứng minh đẳng thức
Câu 45. Chứng minh các đẳng thức:

a) ;

b) .
Câu 46. Chứng minh các đẳng thức:


a) .	b) .

c) .
Câu 47. Chứng minh các đẳng thức:


a) .	b) .

c) .
Câu 48. Giả sử biểu thức sau đây có nghĩa. Chứng minh rằng:

.
Câu 49. 
Cho . Chứng minh rằng:

.
Câu 50. 
Chứng minh các đẳng thức sau : 
Câu 51. 
Chứng minh đẳng thức sau: .
Câu 52. 

Cho  và . Chứng minh rằng


Câu 53. 
Cho tam giác . Chứng minh :


a. . b. .


c. . d. .


e. . f. .


g. . h. .
PHẦN C. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM (PHÂN MỨC ĐỘ)
1. Câu hỏi dành cho đối tượng học sinh trung bình – khá

[bookmark: c1q]Câu 1.	Số đo theo đơn vị rađian của góc  là




A. .	B. .	C. .	D. .

[bookmark: c2q]Câu 2.	Cung tròn có số đo là . Hãy chọn số đo độ của cung tròn đó trong các cung tròn sau đây.




A. .	B. .	C. .	D. .

[bookmark: c3q]Câu 3.	Cung tròn có số đo là . Hãy chọn số đo độ của cung tròn đó trong các cung tròn sau đây.




A. .	B. .	C. .	D. .


[bookmark: c4q]Câu 4.	Góc  bằng (với )




A. .	B. .	C. .	D. .

[bookmark: c5q]Câu 5.	Góc có số đo  đổi sang độ là:




A. 	B. 	C. 	D. 

[bookmark: c6q]Câu 6.	Góc có số đo  đổi ra rađian là:
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