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BÀI 7. TỨ GIÁC NỘI TIẾP

I.Tóm tắt lý thuyết

1. Định nghĩa 

Tứ giác nội tiếp đường tròn là tứ giác có bốn đỉnh nằm trên đường tròn đó.

Trong Hình 1, tứ giác ABCD nội tiếp (O) và (O) ngoại tiếp tứ giác ABCD.  
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2. Định lí

Trong một tứ giác nội tiếp, tổng số đo hai góc đối diện bằng 180°.

Nếu một tứ giác có tổng số đo hai góc đổi diện bằng 180° thì tứ giác đó nội tiếp được đường tròn.

3. Một số dấu hiệu nhận biết tứ giác nội tiếp

Tứ giác có tổng hai góc đổi bằng 180°.

Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong của đỉnh đối diện.

Tứ giác có 4 đỉnh cách đều một điểm cố định (mà ta có thể xác định được). Điểm đó là tâm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác. 

Tứ giác có hai đinh kề nhau cùng nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lại dưới một góc α.
Chú ý: 
1.Trong các hình đã học thì hình chữ nhật, hình vuông, hình thang cân nội tiếp được đường tròn.

2.Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính thì có số đo bằng 900
3.Đường kính đi qua trung điểm của dây thì vuông góc với dây

4.Nếu hai tiếp tuyến cắt nhau tại một điểm thì: 

+ Điểm đó cách đều hai tiếp điểm

+ Đường thẳng nối từ điểm đó đến tâm là phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến

+ Đường thẳng nối từ tâm đến điểm đó là phân giác của góc tạo bởi hai bán kính qua tiếp điểm.

II. Các dạng bài tập

Dạng 1. Chứng minh tứ giác nội tiếp
Phương pháp giải: Để chứng minh tứ giác nội tiếp, ta có thể sử dụng một trong các cách sau:

Phương pháp 1: Chứng minh tứ giác có tổng hai góc đối bằng 1800
Minh họa:
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Phương pháp 2:  Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong tại đỉnh đối của đỉnh đó thì nội tiếp được trong một đường tròn

Minh họa: 
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Phương pháp 3: Chứng minh từ hai đỉnh cùng kề một cạnh cùng nhìn một cạnh dưới hai góc bằng nhau

Minh họa: 
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Phương pháp 4: Chứng minh cho bốn đỉnh của tứ giác cách đều một điểm nào đó

Minh họa:
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Bài 1: Cho tam giác ABC, 2 đường cao BB’, CC’. Chứng minh tứ   giác BCB’C’ nội tiếp.

Hướng Dẫn:
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Cách 1: Phương pháp 2:Chứng minh 4 đỉnh cách đều 1 điểm

OB’ là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền 

( OB’ = OB = OC = r  (1)
Xét (BC’C có : 
[image: image7.wmf]·
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Tương tự trên ( OC’ = OB = OC = r  (2)
Từ (1) và (2) ( B, C’, B’, C ( (O; r)( Tứ giác BC’B’C nội tiếp đường tròn.

Cách 2: Phương pháp 3:Tứ giác có hai đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lạ dưới một góc bằng nhau là tứ giác nội tiếp. 
Ta có:  
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( B’, C’ cùng nhìn cạnh BC dưới một góc vuông 

(  B’, C’ nằm trên đường tròn đường kính BC

Hay tứ giác 
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  nội tiếp đường tròn đường kính BC.

Cách 3: Phương pháp 1 và phương pháp 4: Tứ giác có tổng 2 góc đối bằng 
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 và Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong của đỉnh đối diện.
Ta có: 
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Xét 
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Vậy 
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Xét 
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[image: image27.wmf]''

ABAC

ABAC

=

và 
[image: image28.wmf]·

BAC

chung. Vậy 
[image: image29.wmf]ABCABC

¢¢

DD

:

(c-g-c)


[image: image30.wmf]·

·

'C'ABC

AB

Þ=

 . Tứ giác 
[image: image31.wmf]''

BCBC

 có góc ngoài tại đỉnh 
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 bằng góc trong tại đỉnh 
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 . Vậy tứ giác 
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 nội tiếp. (Phương pháp 2)

Để sử dụng theo phương pháp 1  có thể chỉ ra tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp

Bài 2: Cho tam giác ABC nhọn, đường cao BM và CN cắt nhau tại H. Chứng minh các tứ giác AMHN và BNMC là những tứ giác nội tiêp.

Hướng Dẫn:
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Xét tứ giác AMHN có: 
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( ĐPCM.

Xét tứ giác BNMC có:
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Bài 3: Cho điểm A nằm ngoài đường tròn (O), qua A kẻ hai tiếp tuyến AB và AC với đường tròn ( B, C là tiếp điểm). Chứng minh tứ giác ABOC là tứ giác nội tiếp.

Hướng Dẫn:

Học sinh tự chứng minh

Bài 4: Cho tứ giác ABCD nội tiếp (O), M là điểm chính giữa của cung AB. Nối M với D, M với C cắt AB lần lượt ở E và P. Chứng minh PEDC là tứ giác nội tiếp.

Hướng Dẫn:
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Ta có: 
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( PEDC nội tiếp.

Bài 5: Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O). M là điểm thuộc đường tròn. Vẽ MH vuông góc với BC tại H, vẽ MI vuông góc với AC. Chứng minh MIHC là tứ giác nội tiếp.

Hướng Dẫn:
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Ta có: 
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( MIHC nội tiếp (hai đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lại dưới một góc vuông)

Dạng 2. Sử dụng tứ giác nội tiếp để chứng minh các góc bằng nhau, các đoạn thẳng bằng nhau, các đường thẳng song song hoặc đồng quy, các tam giác đồng dạng...
Phương pháp: Sử dụng tính chât của tứ giác nội tiếp.

Bài 1: Cho đường tròn (O) đường kính AB. Gọi H là điểm nằm giữa O và B. Kẻ dây CD vuông góc với AB tại H. Trên cung nhỏ AC lấy điểm E, kẻ CK (( AE tại K. Đường thẳng DE cắt CK tại F. Chứng minh:

a) Tứ giác AHCK là tứ giác nội tiếp;

b) AH.AB = AD2;
c) Tam giác ACE là tam giác cân.

Hướng Dẫn:
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a) Học sinh tự chứng minh

b) ((ADB vuông tại D, có đường cao DH ( AD2 = AH.AB

c) 
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Bài 2: Cho nửa (O) đường kính AB. Lấy M ( OA (M không trùng o và A). Qua M vẽ đường thẳng d vuông góc với AB. Trên d lấy N sao cho ON > R. Nôi NB cắt (O) tại c. Kẻ tiếp tuyến NE với (O) (£ là tiếp điểm, E và A cùng thuộc nửa mặt phẳng bờ d). Chứng minh:

a) Bốn điểm O, E, M, N cùng thuộc một đường tròn;

b) NE2 = NC.NB;
c) 
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d) NF là tiếp tuyến (O) với F là giao điểm của HE và (O).

Hướng Dẫn:
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a) Học sinh tự chứng minh

b) 
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[image: image57.wmf]·

·

NEHEMN

=
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Bài 3: Cho đường tròn (O) đường kính AB, gọi I là trung điểm của OA, dây CD vuông góc với AB tại I.  Lấy K tùy ý trên cung BC nhỏ, AK cắt CD tại H.
a) Chứng minh tứ giác BIHK là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh AH.AK có giá trị không phụ thuộc vị ữí điểm K.
c) Kẻ DN ( CB, DM ( AC. Chứng minh các đường thẳng MN, AB, CD đồng quy.

Hướng Dẫn:
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a) 
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( Tứ giác BIHK nội tiếp

b) Chứng minh được: (AHI ( (ABK (g.g)

( AH.AK = AI.AB = R2 (không đổi)

c) Chứng minh được MCND là hình chữ nhật từ đó ( ĐPCM.

Bài 4: Cho đường tròn (O; R) và điểm A cố định ngoài đường tròn. Qua A kẻ hai tiếp tuyến AM, AN tói đường tròn (M, N là hai tiếp điểm). Một đường thẳng d đi qua A cắt đường tròn (O; R) tại B và C (AB < AC). Gọi 7 là trung điểm BC.
a) Chứng minh năm điểm A, M, N, O, I thuộc một đường tròn.

b) Chứng minh AM2 = AB.AC.
c) Đường thẳng qua B, song song với AM cắt MN tại E. Chúng minh IE song song MC.
d) Chứng minh khi d thay đổi quanh quanh điểm A thì trọng tâm G của tam giác MBC luôn nằm trên một đường tròn cô' định.

Hướng Dẫn:
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a) Chú ý: 
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b) 
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c) AMIN nội tiếp

( 
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Chứng minh được: 
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d) G là trọng tâm (MBC ( G ( MI.

Gọi K là trung điểm AO ( MK = IK = 
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Dạng 3: Chứng minh các điểm cùng thuộc một đường tròn
Phương pháp: Chỉ ra khoảng cách từ một điểm tới tất cả các điểm đều bằng nhau.



Lợi dụng các tam giác vuông có cạnh huyền chung



Chứng minh các đỉnh của một đa giác cùng nằm trên một đường tròn.



Sử dụng cung chứa góc.



Chứng minh các tứ giác nội tiếp.

Bài 1:Cho hình thoi ABCD có góc A bằng 
[image: image77.wmf]0

60

, AB = a. Gọi E, F, G, H lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, DA. Chứng minh rằng 6 điểm E, F, G, H, B, D cùng nằm trên một đường tròn. Xác định tâm và tính bán kính của đường tròn đó theo a.

Hướng Dẫn:
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Bai1:Cho hinh thoi ABCD c6 géc A bing 60°, AB = a. GoiE, F, G, H lan luot la trung diém cia
cac canh AB, BC, CD, DA. Chimg minh ring 6 diém E. F, G, H, B, D cling ndm trén mot duong
tron. Xac dinh tam va tinh ban kinh cia dudng tron d6 theo a.

Hudng Dan:

Goi O la giao diem cua AC va BD tacé OB = OD

Do ABCD la hinh thoinén tacé AC LBD .

Tacé BAD=60° nén BAO=30° (tinh chat duong chéo hinh thoi) .

o
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Gọi O là giao điểm của AC và BD ta có OB = OD

Do ABCD là hình thoi nên ta có 
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Ta có 
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 nên 
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 (tính chất đường chéo hình thoi)

Tam giác ABO vuông tại O có 
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Xét tam giác vuông ABO có 
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( hai góc phụ nhau) mà 
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suy ra 
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( tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông và E là trung điểm của AB.

Tam giác EOB là tam giác cân tại E có 
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 nên tam giác EBO là tam giác đều
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Chứng minh tương tự với các tam giác vuông BOC, COD và DOA ta có :
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Vậy 6 điểm E, F, G, H, B, D cùng nằm trên một đường tròn tâm O. Bán kính 
[image: image91.wmf]2
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Bài 2:Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên AC lấy điểm D. Hình chiếu của D lên BC là E, điểm đối xứng của E qua BD là F. Chứng minh 5 điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn. Xác định tâm O của đường tròn đó.

Hướng Dẫn:
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d6iximg cia E quaBD 14 F. Ching minh 5 diém A, B, E, D, F cling ném trén mot duong tron. Xag
dinhtam O cia duong tron do.

- Hugng din gidi
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Do 
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Vì E và F đối xứng với nhau qua BD nên BD là đường trung trực của đoạn thẳng EF
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Cách 1. 

Gọi O là trung điểm của BD.

Xét tam giác vuông ABD vuông tại A có AO là trung tuyến nên 
[image: image97.wmf]1
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 (1)
Tam giác vuông BDE vuông tại E có OE là trung tuyến nên 
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(2)
Tam giác vuông BFDvuông tại F có OF là trung tuyến nên 
[image: image99.wmf]1

2

FOBDOBOD

===

(3)
Từ  (1) (2) (3) 
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 . Vậy 5 điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn tâm O với O là trung điểm của BC.

Cách 2: 

+ Tứ giác BADE có 
[image: image101.wmf]·
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 nên tứ giác BADE là tứ giác nội tiếp.

Tâm của đường tròn này là trung điểm của BD

+Tứ giác BFDE có 
[image: image102.wmf]·
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 nên tứ giác BFDE là tứ giác nội tiếp. 

Tâm của đường tròn này là trung điểm của BD

Từ ( và ( suy ra 5 điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn tâm O với O là trung điểm của BC.

Bài 3:Từ một điểm A ở ngoài đường tròn (O) vẽ các tiếp tuyến AB, AC. Cát tuyến ADE không đi qua tâm O (D nằm giữa A và E). Gọi I là trung điểm của DE. Chứng minh 5 điểm O,B,A,C,I cùng thuộc một đường tròn.

Hướng Dẫn:

[image: image103.png]Times New Roman 1

Vords: 4,060 | <%

B 7 U -sex X

English (United s

Day thém todn 9 - ba

3

omt,

Tam cia duong tron nay 14 trung diém cia BD
Tir @ va @ suyras diém A, B, E, D, F cing ndm trén mot dudng tron tam O v6i O 14 trung diém
ciaBC.

Tir mot diém A & ngoai dudng tron (O) Ve céc tiép tuyén AB, AC. Cat tuyén ADE khong di
quatamO (D ndm gitta A va E). GoiI 14 trung diém cia DE.
Chimng minh 5 diém 0,B.A,C,I cing thudc mot dudng tron.
Huéng Dan:

Do AC va AB la cac tiép tuyénnén OCA = 0BA =90°
Dol la trung diém ciia ED nén OI L ED
(duong kinh di qua trung diém clia ddy thi vudng goc v6i day cung)

havAID = OT4.= 0n°

Stylel  TNoSpaci.. TTablePa.. Heading1

2] nasbeed lAaBchllAaBchl AaBbCcl AaBbCI AaBb( AaBbCi AaBbC
Thormal

Heading2  Heading3

v o » 4




Do AC và AB là các tiếp tuyến nên 
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Do I là trung điểm của ED nên 
[image: image105.wmf]OIED
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(đường kính đi qua trung điểm của dây thì vuông góc với dây cung)

hay
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Gọi P là trung điểm của OA

Xét tamgiác vuông OCA có CP là đường trung tuyến nên
[image: image107.wmf]1
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Xét tam giác vuông OBA có BP là đường trung tuyến nên  
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Xét tam giác vuông OIA có IP là đường trung tuyến nên  
[image: image109.wmf]1
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Vậy 
[image: image110.wmf]OPPAPCPIPB
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nên  5 điểm O,B,A,C,I cùng thuộc một đường tròn.

III. Bài tập tự luyện
Bài 1: Cho ΔABC nhọn, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác BCEF nội tiếp.

b) HA.HD = HB.HE = HC.HF.

Hướng Dẫn:
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a) Ta có ∠BEC = ∠BFC = 90o
=> các điểm E, F cùng thuộc đường tròn đường kính BC hay tứ giác BCEF nội tiếp.

b) Vẽ đường tròn đường kính BC. Xét ΔBHF và ΔCHE có:

+) ∠EBF = ∠ECF (hai góc nội tiếp cùng chắn ).

+) ∠FHB = ∠EHC(đối đỉnh).

Suy ra ΔBHF ∼ ΔCHE (g.g)

BH/CH = HF/HE hay HB.HE = HC.HF 

(1)

Chứng minh tương tự ta có: HA.HD = HB.HE 
(2)

Từ (1) và (2) suy ra: HA.HD = HB.HE = HC.HF.

Bài 2: Cho ΔABC nhọn, đường cao AH. Các điểm M và N lần lượt là hình chiếu vuông góc của H trên AB, AC. Chứng minh rằng:

a) AM.AB = AN.AC.

b) Tứ giác BMNC nội tiếp.

Hướng Dẫn:
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a) Ta có: ∠AMH = ∠ANH = 90o (gt)

=>  các điểm M, N cùng thuộc đường tròn đường kính AH.

=> ∠AMN = ∠AHN (hai góc nội tiếp cùng chắn cung AN)

Mặt khác: ∠AHN = ∠ACH

Do đó ΔAMN ∼ ΔACB (g.g) 

=> AM/AC = AN/AB hay AM.AB = AN.AC.

b) Theo chứng minh câu a) ta có:

∠AMN = ∠ACH

Suy ra ∠BMN + ∠ACH = ∠BMN + ∠AMN = 180o
Vậy tứ giác BMNC nội tiếp.

Bài 3: Cho tam giác ABC có góc. Các điểm O, I lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác. Chứng minh rằng bốn điểm B, O, I, C cùng thuộc một đường tròn.

Hướng Dẫn:
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Gọi D là giao điểm khác của A của đường thẳng AI với đường tròn ngoại tiếp ΔABC . 

Ta có: ∠BID = ∠IAB + ∠ABI = 1/2 ∠A + 1/2 ∠B

∠CID = ∠IAC + ∠ACI = 1/2 ∠A + 1/2 ∠C

Do đó: ∠BIC = ∠BID + ∠CID 

            = 1/2 ∠A + 1/2∠B + 1/2∠C + 1/2∠A =1/2∠A + 90o
Mặt khác: ∠BOC = 2∠A = 120o.

Do đó hai điểm I và O cùng nhìn đoạn BC dưới những góc bằng nhau. 

Ngoài ra hai điểm I và O cùng thuộc nửa mặt phẳng chứa A, bờ BC. 

Do đó B, I, O, C cùng thuộc một đường tròn.

Bài 4: Cho tam giác ABC nhọn có ∠A > ∠B > ∠C. Đường tròn nội tiếp tâm I tiếp xúc với cạnh AB, AC tại M và N. Gọi P và Q lần lượt là các giao điểm của CI, BI với đường thẳng MN. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác INQC nội tiếp.

b) Tứ giác BPQC nội tiếp.

Hướng Dẫn:
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a) Vì đường tròn (I) tiếp xúc với AB, AC tại M và N nên AM = AN

=> ΔAMN cân tại A.

Ta có: ∠CNQ = ∠ANM (đối đỉnh)

 = (180o - ∠A)/2 =(∠B + ∠C)/2

 =∠IBC + ∠ICB = ∠CIQ

Tứ giác INQC có hai điểm liên tiếp I và N cùng nhìn cạnh QC dưới các góc bằng nhau nội tiếp được một đường tròn.

b) Vì INQC là tứ giác nội tiếp nên ∠INC = ∠IQC

Vì AC tiếp xúc với đường tròn (I) tại N nên IN ⊥ AC hay ∠INC = 90o
=> ∠IQC = ∠BQC = 90o 

(1)

Chứng minh tương tự câu a) ta có tứ giác IMPB nội tiếp

=> ∠IMB = ∠IPB = 90o

(2)

Từ (1) và (2) suy ra: ∠BPC = ∠BQC = 90o 

=> tứ giác BPQC nội tiếp đường tròn đường kính BC.

Bài 5: Cho hình bình hành ABCD có ∠BAD = 90o, có tâm là O. Gọi M, N, P lần lượt là hình chiếu vuông góc của C lên BD, AD, AB. Chứng minh bốn điểm M, N, P, O cùng thuộc một đường tròn.

Hướng Dẫn:
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Ta có: ∠CPA = ∠CNA = 90o (gt) 

=> tứ giác ANCP nội tiếp đường tròn (O) đường kính AC.

Suy ra ∠PON = 2∠PCN

Lại có: ∠PCN + ∠NAP = 180o
=> ∠PCN = 180o - ∠NAP = ∠ABC (do AD // BC)

Do đó ∠PON = 2∠ABC 

(1)

Mặt khác ∠PMN = 180o - (∠PMB + ∠NMD)

Mà tứ giác CDNM nội tiếp đường tròn đường kính CD

=> ∠NMD = ∠NCD = 90o - ∠CDN = 90o - ∠ABC

Lại có tứ giác BCMP nội tiếp đường tròn đường kính BC 

=> ∠PMB = ∠PCB = 90o - ∠ABC

=> ∠PCB = 180o - (90o - ∠ABC + 90o - ∠ABC) = 2∠ABC 

(2)

Từ (1) và (2) suy ra: ∠PON = ∠PMN do đó tứ giác POMN nội tiếp.

Bài 6: Cho tam giác ABC nội tiếp đường (O) và tia phân giác góc A cắt đường tròn tại M. Vẽ đường cao AH. Chứng minh rằng:

a. OM đi qua trung điểm của dây BC.

b. AM là tia phân giác của góc OAH.

Hướng Dẫn:
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a. Chumg minh OM di qua trung diém cia ddy BC
Taco: BAM = CAM (AM I tia phén gidc BAC)
= BM=MC
N Viy OM yuéng géc tai trung diém ciia ddy BC
b. Chiing minh AM 1d tig phén gide ciia géc OAH
Tacé : AH L BC (gid thiét)

Ma : OM L BC (c.m trén)
- = AH/OM
ANO

=om
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a. Chứng minh OM đi qua trung điểm của dây BC

Ta có: 
[image: image117.wmf]·

·

BAMCAM

=

 (AM là tia phân giác 
[image: image118.wmf]·

BAC

)

( 
[image: image119.wmf]¼

¼

BMMC

=


Vậy OM vuông góc tại trung điểm của dây BC

b. Chứng minh AM là tia phân giác của góc OAH

Ta có : AH ( BC (giả thiết)

 
Mà : OM ( BC (c.m trên)

      
( AH // OM

      
( 
[image: image120.wmf]·

·

HAM=AMO


Ta lại có: (OAM cân tại M (OA = OM)

        
( 
[image: image121.wmf]·

·

AMOOAM

=


      
( 
[image: image122.wmf]·

·

HAM=OAM


Vậy : AM là tia phân giác của góc OAH

Bài 7: Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). Hai đường cao AM, BN cắt nhau tại H và cắt đường tròn (O) lần lượt tại D, E. Chứng minh rằng:

a. Tứ giác HMCN nội tiếp đường tròn.

b. CD = CE

c. Tam giác BHD cân.

Hướng Dẫn: 
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a. Chứng minh tứ giác HMCN nội tiếp đường tròn.

Xét tứ giác HMCN

Ta có: 
[image: image124.wmf]·

0

CNH90

=

(BN là đường cao)

           
[image: image125.wmf]·

0

CMH90

=

(AM là đường cao)


      
 ( 
[image: image126.wmf]·

CNH

+
[image: image127.wmf]·

000

CMH9090=180

=+



Vậy tứ giác HMCN nội tiếp

b. Chứng minh CD = CE


Ta có: 
[image: image128.wmf]·

·

DBCCAD

=

 (cùng chắn cung CD)

    
Mà: 
[image: image129.wmf]·

·

CADEBC

=

 (cùng phụ với góc ACB) Xét tứ giác HMCN

Ta có: 
[image: image130.wmf]·

0

CNH90

=

(BN là đường cao)

           
[image: image131.wmf]·

0

CMH90

=

(AM là đường cao)


      
( 
[image: image132.wmf]·

CNH

+
[image: image133.wmf]·

000

CMH9090=180

=+


Vậy tứ giác HMCN nội tiếp

Do đó : 
[image: image134.wmf]·

·

DBCEBC

=


         
( 
[image: image135.wmf]»

»

CDCE

=


Vậy : CD = CE

c. Chứng minh tam giác BHD cân.

  
Xét (BHD

Ta có: 
[image: image136.wmf]·

·

DBMHBM

=


    
( BM là tia phân giác góc DBH

Mà: BM ( DH

    
( BM là đường cao (DBH

Do đó: (DBH cân tại B.
Bài 8: Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB = 2R. Vẽ bán kính OC vuông góc AB, gọi M là điểm chính giữa của cung BC, AM cắt OC tại N. Từ C hạ CK vuông góc với AM tại K. Chứng minh rằng:

a. Tứ giác MNOB nội tiếp.

b. Tứ giác OACK nội tiếp

c. Tam giác OKC cân.

d. AM.AN = 2R2.
Hướng Dẫn:
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a. Chứng minh tứ giác MNOB nội tiếp.

Xét tứ giác MNOB

Ta có: 
[image: image138.wmf]·

0

NOB90

=

(giả thuyết)

           
[image: image139.wmf]·

0

NMB90

=

(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)


       
( 
[image: image140.wmf]·

NOB

+
[image: image141.wmf]·
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Vậy tứ giác MNOB nội tiếp

b. Chứng minh tứ giác OACK nội tiếp

Xét tứ giác OACK

Ta có: 
[image: image142.wmf]·

0

AOC90

=

(giả thuyết)

           
[image: image143.wmf]·

0

AKC90

=

( giả thuyết)


       
( 
[image: image144.wmf]·

AOC

=
[image: image145.wmf]·

0

AKC90

=


Vậy tứ giác OACK nội tiếp

c. Chứng minh tam giác OKC cân.

Xét (OKC

Ta có: 
[image: image146.wmf]·

·

OCKOAK

=

 (cùng chắn cung OK)

    
Mà: 
[image: image147.wmf]·

·

KOCKAC

=

(
[image: image148.wmf]¼

¼

MCMB

=

)

d. Chứng minh AM.AN = 2R2.

Xét hai tam giác vuông: (AMB và (AON

Ta có: 
[image: image149.wmf]·

MAB

 là góc chung.

Nên: (AMB ∽ (AON

      
( 
[image: image150.wmf]AMAB

AOAN

=


Do đó: AM.AN = AB.AO = 2R2
Bài 9: Cho tam giác ABC cân tại A (A < 900), hai đường cao BD và CE cắt nhau tại H.

a. Chứng minh bốn điểm A, D, H, E cùng thuộc đường tròn, Xác định tâm O và vẽ đường tròn này.

b. Gọi K là giao điểm của AO và BC, chứng minh KD là tiếp tuyến của đường tròn (O)

Hướng Dẫn:
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a. Chứng minh bốn điểm A, D, H, E cùng thuộc đường tròn.

Ta có: 
[image: image152.wmf]·

ADH

 = 900 

( D thuộc đường tròn đường kính AH

      
Và: 
[image: image153.wmf]·

AEH

= 900

( E thuộc đường tròn đường kính AH

    
Vậy bốn điểm A, D, E, H cùng nằm trên một đường tròn đường kính AH.

    
Tâm O là trung điểm của đoạn thẳng AH

b. Chứng minh KD là tiếp tuyến của đường tròn (O)

Ta có AH là đường cao cũng là đường trung tuyến của tam giác ABC

Xét (BDC vuông tại D, có DK là đường trung tuyến

Nên: (BDK cân tại K

( 
[image: image154.wmf]µ

¶

11

BD

=


Mặt khác:  
[image: image155.wmf]µ

¶

0

11

BH90

+=


Mà: 
[image: image156.wmf]¶

¶

12

HH

=

 (đối đỉnh)

Xét (ODH cân tại O (OH = OD (bán kính))

( 
[image: image157.wmf]¶

¶

22

HD

=


Nên: 
[image: image158.wmf]¶

¶

0

12

DD90

+=


Do đó: 
[image: image159.wmf]·

0

ODK90

=


Vậy: KD là tiếp tuyến của đường tròn (O)
Bài 10: Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB  và  điểm M bất kì trên nửa đường tròn (M khác A, B). Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa nửa đường tròn kẻ tiếp tuyến Ax. Tia BM  cắt Ax tại I; tia phân giác của góc IAM cắt nửa đường tròn tại E; cắt tia BM tại F tia BE cắt Ax tại H, cắt AM tại K.

1. Chứng minh rằng: EFMK là tứ giác nội tiếp.

2.  Chứng minh BAF là tam giác cân.

3. Chứng minh tứ giác  AKFH là hình thoi.

4. Xác định vị trí  M để tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn.

Hướng Dẫn:
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1. Chứng minh rằng: EFMK là tứ giác nội tiếp.

Ta có : 
[image: image161.wmf]·

AMB

 = 900 ( nội tiếp chắn nửa đường tròn ) 

      


[image: image162.wmf]Þ

 
[image: image163.wmf]·

KMF

 = 900 (hai góc kề bù). 

[image: image164.wmf]·

AEB

 = 900 ( nội tiếp chắn nửa đường tròn ) 

     
 

[image: image165.wmf]Þ

 
[image: image166.wmf]·

KEF

 = 900 (vì là hai góc kề bù).

Do đó: 
[image: image167.wmf]·

·

KMF+KEF

 = 1800 

 
Vậy EFMK là tứ giác nội tiếp. 
2.  Chứng minh (BAF cân.

Ta có: 
[image: image168.wmf]·

·

IAE=MAE

 (AE là tia phân giác góc IAM)

      

[image: image169.wmf]Þ

 
[image: image170.wmf]»

¼

AE=ME


    

[image: image171.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image172.wmf]·

·

ABE=MBE

 (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau) 

    

[image: image173.wmf]Þ

 BE là tia phân giác góc ABF. (1)

Ta lại có 
[image: image174.wmf]·

AEB

 = 900 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)


[image: image175.wmf]Þ

 BE ( AF hay BE là đường cao của tam giác ABF (2).

Từ  (1) và (2) suy ra 
[image: image176.wmf]D

BAF là tam giác cân tại B . 
3. Chứng minh tứ giác  AKFH là hình thoi.

Ta có: (BAF cân tại B có BE là đường cao nên đồng thời là đường trung tuyến 


[image: image177.wmf]Þ

 E là trung điểm của AF. (3)

Mà: AF ( HK (BE ( AF) (4)

Mặt khác: AE là tia phân giác 
[image: image178.wmf]·

HAK

  (5) 

Từ  (4) và (5) suy ra (HAK cân tại A 

( AE là đường cao nên đồng thời là đường trung tuyến

 

[image: image179.wmf]Þ

 E là trung điểm của HK. (6).

Từ  (3) , (4) và (6) suy ra AKFH là hình thoi 

4. Xác định vị trí  M để tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn.

 
Ta có: AKFH là hình thoi 


[image: image180.wmf]Þ

 HA // FK hay IA // FK 


[image: image181.wmf]Þ

  tứ giác AKFI là hình thang. 

Để tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn  

( AKFI phải là hình thang cân. 

( Hình thang AKFI  có 
[image: image182.wmf]·

·

AIF=IAK

(hai góc kề đáy của hình thang)

Mà: 
[image: image183.wmf]·

·

IAK=ABM

(cùng chắn cung AM)

Nên: 
[image: image184.wmf]·

·

AIF=ABM


Ta lại có: (IAB vuông tại A

Do đó: (IAB vuông cân tại A

 

[image: image185.wmf]Þ

 
[image: image186.wmf]·

·

AIF=ABM

 = 450 


[image: image187.wmf]Þ

 M là điểm chính giữa của cung AB

Vậy khi M là điểm chính giữa của cung AB thì tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn.

Bài 11: Cho tam giác nhọn ABC, kẻ đường cao BD và CE cắt nhau tại H.      

1. Chứng minh tứ giác ADHE nội tiếp.

2. Chứng minh tứ giác BEDC nội tiếp.

3. Qua B kẻ đường thẳng vuông góc với AB tại B, qua C kẻ đường thẳng vuông góc với AC tại C hai đường thẳng này cắt nhau tại K. Gọi M là trung điểm của BC, chứng minh ba điểm H, M, K thẳng hàng.

Hướng Dẫn:
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1. Chứng minh tứ giác ADHE nội tiếp.

Xét tứ giác ADHE

Ta có: 
[image: image189.wmf]·

0

AEH90

=

(CE là đường cao) 
     
Và: 
[image: image190.wmf]·

0

ADH90

=

 (BD là đường cao) 
   
Nên: 
[image: image191.wmf]·

·
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Vậy: Tứ giác ADHE nội tiếp.


2.Chứng minh tứ giác BCDE nội tiếp. 
Xét tứ giác BCDE

Ta có: 
[image: image192.wmf]·

0

BEC90

=

(CE là đường cao) 
     
Và: 
[image: image193.wmf]·

0

BDC90

=

 (BD là đường cao)
   
Nên: 
[image: image194.wmf]·

·

0

BECBDC90

==


  
Vậy: Tứ giác BCDE nội tiếp.

3. Chứng minh ba điểm H, M, K thẳng hàng.

  
Ta có: BH // KC (cùng vuông góc AC)

  
Và: BK // HC (cùng vuông góc AB)
   
Tứ giác BHCK là hình bình hành
  
 Mà: M là trung điểm của HK

   
Nên: M là trung điểm HK

  
Vậy : Ba điểm H, M, K thẳng hàng
Bài 12: Cho đường tròn (O), đường kính AC. Trên bán kính OC lấy điểm B (B khác O và C). Gọi M là trung điểm AB. Qua M kẻ dây cung DE vuông góc với AB tại M. Đường tròn đường kính BC cắt DC tại I.

1. Chứng minh tứ giác BMDI nội tiếp.

2. Chứng minh ba điểm I, B, M thẳng hàng.

3. Chứng minh MI là tiếp tuyến đường tròn (K)

Hướng Dẫn:
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tiép.
. Chiing minh ba diém I, B, M théng hang.
Tacé: AB L DE (g)

= MD = ME (duéng kinh vudng goc véi ddy)
Mi: AM = MB (gt)
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E
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#
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1. Chứng minh tứ giác BMDI nội tiếp.

Xét tứ giác BMDI

Ta có: 
[image: image196.wmf]·

0

BIC=90

(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)

(
[image: image197.wmf]·

0

BID=90


Mà 
[image: image198.wmf]·

0

BMD=90

(DE ( AB)

Nên: 
[image: image199.wmf]·

BID

+
[image: image200.wmf]·

0

BMD=180


Vậy tứ giác BMDI nội tiếp.

2. Chứng minh ba điểm I, B, M thẳng hàng.

Ta có: AB ( DE (gt)

( MD = ME (đường kính vuông góc với dây)

 Mà: AM = MB (gt)

Nên tứ giác ADBE là hình thoi

( BE // AD (1)

Ta lại có: AD ( DC (
[image: image201.wmf]·

ADC

 nội tiếp chắn nửa đường tròn)

Và: BI ( DC (
[image: image202.wmf]·

BIC

 nội tiếp chắn nửa đường tròn)


( BI // AD (2)

Từ (1) và (2) suy ra ba điểm I, B, M thẳng hàng.

3. Chứng minh MI là tiếp tuyến đường tròn (K)

Ta có: 
[image: image203.wmf]·

·

0

EMCEIC=90

=



Do đó: Tứ giác MEIC nội tiếp


Mà: 
[image: image204.wmf]·

·

KICBCI

=

((IKC cân tại K)


Mặt khác: 
[image: image205.wmf]·

·

BCIMEI

=

 (cùng chắn cung MI)

                

[image: image206.wmf]·

·

MEIMDO

=

(ADBE là hình thoi)

              

[image: image207.wmf]·

·

MDOMIB

=

(cùng chắn cung MO)


Nên: 
[image: image208.wmf]·

·

MIBKIC

=


Ta lại có: 
[image: image209.wmf]·

·

0

BIKKIC=90

+


            (
[image: image210.wmf]·

·

0

BIKMIB=90

+


            (
[image: image211.wmf]·

0

MIK=90


Vậy MI là tiếp tuyến của đường tròn (K)

Bài 13: Cho hình vuông ABCD điểm E thuộc cạnh BC. Qua B kẻ đường thẳng vuông góc DE, đường thẳng nay cắt các đường thẳng DE và DC theo thứ tự ở H và K

1. Chứng minh tứ giác BHCD nội tiếp

2. Tính góc CHK

3. Chứng minh KC.KD = KH.KB

Hướng Dẫn:
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1. Chứng minh tứ giác BHCD nội tiếp

Xét tứ giác BHCD

Ta có: 
[image: image213.wmf]·

0

BCD=90

 ( ABCD là hình vuông)

           
[image: image214.wmf]·

0

BHD=90

(BH ( DE)

Nên: 
[image: image215.wmf]·

·

0

BCDBHD=90

=


Vậy tứ giác BHCD nội tiếp

2. Tính góc CHK

Ta có: 
[image: image216.wmf]·

·

CHK=BDC

( cùng bù với góc BHC)

Mà: 
[image: image217.wmf]·

0

BDC45

=

( ABCD là hình vuông)

   
( 
[image: image218.wmf]·

0

CHK45

=


3. Chứng minh KC.KD = KH.KB

Xét: (KHC và (KDB 

Ta có: 
[image: image219.wmf]·

·

0

CHK BDC  45

==

 

            
[image: image220.wmf]·

DKB

 là góc chung 

          
 ( (KHC  ∽ (KDB 

           
( 
[image: image221.wmf]KCKH

=

KBKD

 

           (KC. KD = KH.KB.

Bài 14: Cho tam giác ABC vuông tại A (AB < AC). Gọi M là trung điểm AC, kẻ đường tròn đường kính MC cắt BC tại E và cắt BM kéo dài tại D

a) Chứng minh tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Xác định tâm O.

b) Chứng minh OM là tiếp tuyến đường tròn đường kính MC.

c) Chứng minh DB là tia phân giác góc ADE

Hướng Dẫn:
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a) Chứng minh tứ giác ABCD nội tiếp

Xét tứ giác ABCD

Ta có: 
[image: image223.wmf]·

0

BAC90

=

((ABC vuông tại A) 
           
[image: image224.wmf]·

0

BDC90

=

(
[image: image225.wmf]·

MDC

 góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
 
 Nên: 
[image: image226.wmf]·

·

0

BACBDC90

==


  
Vậy tứ giác ABCD nội tiếp

Tâm O là trung điểm BC

b) Chứng minh OM là tiếp tuyến đường tròn đường kính MC.

Ta có OB = OC (c.m trên)

MA = MC (giả thuyết)

OM là đường trung bình của (ABC

( OM // AB

Mà: AB ( AC

( OM ( AC tại M

Vậy OM là tiếp tuyến đường tròn đường kính MC.
c) Chứng minh DB là tia phân giác góc ADE

Ta có: 
[image: image227.wmf]·

·

EDBECM

=

(cùng chắn cung ME)

          
[image: image228.wmf]·

·

ECMBDA

=

(cùng chắn cung AB)

Nên:   
[image: image229.wmf]·

·

EDBBDA

=


Vậy: BD là tia phân giác góc ADE

Bài 15:  Cho hai đường tròn (O) và (O') cắt nhau tại A, B. Kẻ đường kính AC của (O) cắt đường tròn (O’) tại F. Kẻ đường kính AE của (O') cắt đưòng tròn (O) tại G. Chứng minh:

a) Tứ giác GFEC nội tiếp; 


b) GC, FE và AB đồng quy.

Hướng Dẫn:

Học sinh tự chứng minh.
Bài 16:   Cho tam giác ABC vuông tại A và điểm M thuộc cạnh AC. Vẽ đường tròn tâm O đường kính MC cắt BC tại E. Nối BM cắt đường tròn (O) tại N, AN cắt đường tròn (O) tại D. Lấy I đối xứng với M qua A, K đối xứng với M qua E.

a) Chứng minh BANC là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh CA là phân giác của 
[image: image230.wmf]·

BCD

.
c) Chứng minh ABED là hình thang.

d) Tìm vị trí M để đường tròn ngoại tiếp tam giác BIK có bán kính nhỏ nhất.

Hướng Dẫn:

[image: image231.jpg]



a) Học sinh tự chứng minh.

b) Học sinh tự chứng minh.

c) Học sinh tự chứng minh.

d) Chú ý:


[image: image232.wmf]·

·

·

·

,

BIABMABMCBKC

==

 

( Tứ giác BICK nội tiếp đường tròn (T), mà (T) cũng là đường tròn ngoại tiếp ((BIK. Trong (T), dây BC không đổi mà đường kính của (T) ≥ BC nên đường kính nhỏ nhất bằng BC.

Dấu "=" xảy ra 
[image: image233.wmf]·

0

90

BICIAMA

Û=ÞºÞº

 

Bài 17:   Cho tam giác ABC có ba góc nhọn. Đường tròn (O; R) có đường kính BC cắt AB, AC lần lượt tại F và E; BE cắt CF tại H.

a) Chứng minh tứ giác AFHE nội tiếp. Từ đó, xác định tâm I của đường tròn ngoại tiếp tứ giác này.

b) Tia AH cắt BC tại D. Chứng minh HE.HB = 2HD.HI
c) Chứng minh bôn điểm D, E, I, F cùng nằm trên một đường tròn.

Hướng Dẫn:


Học sinh tự chứng minh
Bài 18:   Cho đường tròn (O; R) và dây CD cố định. Điểm M thuộc tia đối của tia CD. Qua M kẻ hai tiếp tuyên MA, MB tới đường tròn (A thuộc cung lớn CD). Gọi I là trung điểm CD. Nối BI cắt đường tròn tại E (E khác B). Nối OM cắt AB tại H.
a) Chứng minh AE song song CD.

b) Tìm vị trí của M để MA ( MB.
c) Chứng minh HB là phân giác của CHD.

Hướng Dẫn:

[image: image234.jpg]



a) HS tự chứng minh.

b) 
[image: image235.wmf]2

OMR

=

 

c) MC. MD = MA2 = MH.MO

( MC. MD = MH.MO

( (MHC ( (MDO (c.g.c)


[image: image236.wmf]·

·

MHCMDO

Þ=Þ

 Tứ giác CHOD nội tiếp

Chứng minh được: 
[image: image237.wmf]·

·

MHCOHD

=

 


[image: image238.wmf]·

·

CHBBHD

Þ=

 (cùng phụ hai góc bằng nhau)

Bài 19:   Cho đường tròn tâm O bán kính R, hai điểm c và D thuộc đường tròn, B là điểm chính giữa của cung nhỏ CD. Kẻ đường kính BA; trên tia đối của tia AB lấy điểm S. Nối S với cắt (O) tại M, MD cắt AB tại K, MB cắt AC tại H. Chứng minh:

a) 
[image: image239.wmf]·

·

D

BMBAC

=

. Từ đó suy ra tứ giác AMHK nội tiếp;

b) HK song song CD.

Hướng Dẫn:


Học sinh tự chứng minh
Bài 20:  Cho hình vuông ABCD. E di động trên đoạn CD (E khác c, D). Tia AE cắt đường thẳng BC tại F, tia Ax vuông góc vói AE tại A cắt đường thẳng DC tại K. Chứng minh:

a) 
[image: image240.wmf]·

·

;

CAFCKF

=


b) Tam giác KAF vuông cân;

c) Đường thẳng BD đi qua trung điểm I của KF;
d) Tứ giác IMCF nội tiếp với M là giao điểm của BD và AE.

Hướng Dẫn:

[image: image241.jpg]



a) HS tự chứng minh.

b) HS tự chứng minh.

c) Tứ giác ACFK nội tiếp (I) với I là trung điểm của KF 

( BD là trung trực AC phải đi qua I.

d) HS tự chứng minh.

Bài 21:  Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp (O), M là điểm thuộc cung nhỏ AC. Vẽ MH vuông góc với BC tại H, MI vuông góc AC tại I.
a) Chứng minh 
[image: image242.wmf]·

·

.

IHMICM

=

 
b) Đường thẳng HI cắt đường thẳng AB tại K. Chứng minh MK vuông góc vói BK.
c) Chứng minh tam giác MIH đồng dạng vói tam giác MAB.
d) Gọi E là trung điểm của IH và F là trung điểm AB. Chứng minh tứ giác KMEF nội tiếp từ đó suy ra ME vuông góc vói EF.

Hướng Dẫn:

[image: image243.jpg]



a) HS tự chứng minh.

b) HS tự chứng minh.

c) HS tự chứng minh.

d) 
[image: image244.wmf]MIHMAB

DD

:

 


[image: image245.wmf]2

2

MHIHEHEH

MBABFBFB

Þ===

 


[image: image246.wmf]MHEMBF

ÞDD

:

 


[image: image247.wmf]·

·

MFAMEK

Þ=

 (cùng bù với hai góc bằng nhau)

( KMEF nội tiếp ( 
[image: image248.wmf]·

MEF

= 900.
Bài 22:
Cho đường tròn tâm O và điểm A nằm ngoài đường tròn. Kẻ hai tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (B, C) là tiếp điểm. Trên cung nhỏ BC lấy một điểm M rồi kẻ các đường vuông góc MI, MH, MK xuống các cạnh BC, CA, AB. Gọi giao điểm của BM và IK là P; giao điểm của CM, IH là Q.

a) Chứng minh rằng các tứ giác BIMK, CIMH nội tiếp được;

b) Chứng minh MI2 = MH.MK;

c) Chứng minh tứ giác IPMQ nội tiếp rồi suy ra 
[image: image249.wmf];

PQMI

^


Hướng Dẫn:
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a)
[image: image251.wmf]·

·

0

90

BIMBKM

==

suy ra tứ giác BIMK nội tiếp.
(phương pháp 1)


 
[image: image252.wmf]·

·

0

90

CIMCHM

==

suy ra tứ giác CIMH nội tiếp.
(phương pháp 1)

b) Tứ giác BIMK nội tiếp nên 
[image: image253.wmf]·

·

;

IKMIBM

=

 (nội tiếp cùng chắn cung MI); 
[image: image254.wmf]·

·

.

KIMKBM

=

(nội tiếp cùng chắn cung KM)



(1)
Tứ giác CIMK nội tiếp nên 
[image: image255.wmf]·

·

;

ICMIHM

=

(cùng chắn cung MI); 
[image: image256.wmf]·

·

MCH.

MIH

=

(cùng chắn cung MH)





(2)
Xét đường tròn tâm (O) có :
[image: image257.wmf]·

·

;

KBMBCM

=

 (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung(; 
[image: image258.wmf]·

·

MCH.

MBI

=

 (góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung)
(3)
Từ (1) (2) (3) suy ra 
[image: image259.wmf]·

·

·

·

;MIH.

KIMIHMMKI

==


Do đó  
[image: image260.wmf](.)

IMKMHIgg

DD

:



[image: image261.wmf]2

.

MKMI

MIMKMH

MIMH

Þ=Þ=

 .

c) Ta có 
[image: image262.wmf]·

·

·

·

·

PMQPIQBMCPIMQIM

+=++

 
[image: image263.wmf]·

·

·

0

180

BMCMCIMBC

=++=


Hay 
[image: image264.wmf]·

·

0

180

PMQPIQ

+=


Suy ra tứ giác MPIQ nội tiếp.(phương pháp 1)

Từ đó ta có 
[image: image265.wmf]·

·

·

·

MPQMIQMPQMBC

=Þ=



[image: image266.wmf]//

PQBC

Þ

mà
[image: image267.wmf]MIBC

^

 nên 
[image: image268.wmf]MIPQ

^


Bài 23:
Cho nửa đường tròn tâm 
[image: image269.wmf]O

 đường kính 
[image: image270.wmf]2

ABR

=

 và tia tiếp tuyến 
[image: image271.wmf]Ax

 cùng phía với nửa đường tròn đối với 
[image: image272.wmf]AB

. Từ điểm 
[image: image273.wmf]M

 trên 
[image: image274.wmf]Ax

 kẻ tiếp tuyến thứ hai 
[image: image275.wmf]MC

 với nửa đường tròn (
[image: image276.wmf]C

 là tiếp điểm).
[image: image277.wmf]AC

cắt
[image: image278.wmf]OM

 tại 
[image: image279.wmf]E

; 
[image: image280.wmf]MB

 cắt nửa đường tròn 
[image: image281.wmf](

)

O

 tại 
[image: image282.wmf]D

 (
[image: image283.wmf]D

 khác 
[image: image284.wmf]B

 ).

a) Chứng minh: 
[image: image285.wmf]AMCO

 và 
[image: image286.wmf]AMDE

 là các tứ giác nội tiếp đường tròn.

b) Chứng minh MBCD là tứ giác nội tiếp 
Hướng Dẫn:
[image: image287.emf]x

N

I

H

E

D

M

C
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A


Vì 
[image: image288.wmf], 

MAMC

 là tiếp tuyến nên: 
[image: image289.wmf]·

·

0

MAOMCO90

==

. Tứ giác 
[image: image290.wmf]AMCO

 có 
[image: image291.wmf]·

·

0

MAOMCO180

+=



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image292.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image293.wmf]AMCO

 là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính MO.

[image: image294.wmf]·

0

ADB90

=

(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
[image: image295.wmf]·

0

ADM90

Þ=

(1)

Lại có: 
[image: image296.wmf]OAOCR

==

; 
[image: image297.wmf]MAMC

=

 (tính chất tiếp tuyến). 

Suy ra 
[image: image298.wmf]OM

 là đường trung trực của 
[image: image299.wmf]AC



[image: image300.wmf]·

0

AEM90

Þ=

(2). 


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image301.wmf]·

·

0

90

ADMAEM

==

 . Tứ giác
[image: image302.wmf]AMDE

có hai đỉnh A, E kề nhau cùng nhìn cạnh MA dưới một góc không đổi. Vậy là tứ giác 
[image: image303.wmf]AMDE

nội tiếp đường tròn đường kính 
[image: image304.wmf]MA

.

Bài 24:Cho nữa đường tròn tâm 
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 đường kính
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b) Chứng minh rằng 
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 là tứ giác nội tiếp.
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b) Tứ giác 
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, do đó tứ giác 
[image: image341.wmf]CEFD

 là tứ giác nội tiếp.

Bài 25:Cho nửa đường tròn đường kính 
[image: image342.wmf]2
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. Từ điểm 
[image: image343.wmf]A

 trên nửa đường tròn vẽ 
[image: image344.wmf]AHBC
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. Nửa đường tròn đường kính
[image: image345.wmf]BH

, 
[image: image346.wmf]CH

 lần lượt có tâm 
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[image: image352.wmf]E

.
a) Chứng minh tứ giác 
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b) Chứng minh tứ giác 
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 nội tiếp đường tròn.
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a)Ta có 
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Xét tứ giác 
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 có 
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 nội tiếp đường tròn.

Lưu ý: Có thể hướng dẫn học sinh một cách sử dụng hệ thức lượng và tam giác đồng dạng như sau:
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Tứ giác BDEC có 
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 nên tứ giác BDEC nội tiếp đường tròn.

Bài 26: Cho nửa đường tròn tâm 
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 cắt 
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a) Chứng minh 
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 là các tứ giác nội tiếp đường tròn.

b) Chứng minh 
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 đồng dạng với 
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 là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính 
[image: image429.wmf]IK
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Bài 27: Cho tứ giác ABCD nội tiếp (O), M là điểm chính giữa của cung AB. Nối M với D, M với C cắt AB lần lượt ở E và P. Chứng minh tứ giác PEDC nội tiếp được đường tròn.
Hướng Dẫn:
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Ta có : 
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Nghĩa là: Tứ giác PEDC có góc ngoài tại đỉnh E bằng góc trong tại đỉnh C. Vậy tứ giác PEDC nội tiếp được đường tròn.

Bài 28: Cho nửa đường tròn 
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a) Chứng minh 
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 là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh 
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c) Gọi 
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 là trung điểm của 
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. Chứng minh 
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d) Hỏi khi 
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 thay đổi thỏa mãn điều kiện bài toán, 
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a) Ta có 
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 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn)
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Tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp.
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c) Gọi 
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Bài 29: Cho tam giác 
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a) Theo giả thiết có:

 

[image: image761.wmf]·

·

·

·

90180

IBMIEMIBMIEM

==°Þ+=°

.

Vậy tứ giác 
[image: image762.wmf]BIEM

 nội tiếp đường tròn đường kính 
[image: image763.wmf]IM

.

b) Tứ giác 
[image: image764.wmf]BIEM

 nội tiếp suy ra:


[image: image765.wmf]·

·

45

IMEIBE

==°

 (hai đỉnh cùng nhìn cạnh 
[image: image766.wmf]IE

 và 
[image: image767.wmf]ABCD

 là hình vuông).

c) Xét 
[image: image768.wmf]EBI

D

 và 
[image: image769.wmf]ECM

D

 có: 
[image: image770.wmf]·

·

45

IBEMCE

==°

 (do 
[image: image771.wmf]ABCD

 là hình vuông);



[image: image772.wmf]BECE

=

 (do 
[image: image773.wmf]ABCD

 là hình vuông);



[image: image774.wmf]·

·

BEICEM

=

 (do cùng phụ với 
[image: image775.wmf]·

BEM

).



[image: image776.wmf](

)

g.c.g

EBIECMMCIB

ÞD=DÞ=

 (hai cạnh tương ứng) 
[image: image777.wmf]MBIA

Þ=

.

Vì 
[image: image778.wmf]//

CNBA

 nên theo định lí Ta-lét, ta có: 
[image: image779.wmf]MAMBIA

MNMCIB

==

. Suy ra 
[image: image780.wmf]//

IMBN

 (định lí Ta-lét đảo).


[image: image781.wmf]·

·

45

BKEIME

Þ==°

. Lại có 
[image: image782.wmf]·

45

BCE

=°

 (do 
[image: image783.wmf]ABCD

 là hình vuông).

Suy ra 
[image: image784.wmf]·

·

BKEBCE

=

. Tứ giác 
[image: image785.wmf]BKCE

 có hai đỉnh 
[image: image786.wmf]K

 và 
[image: image787.wmf]C

 kề nhau và cùng nhìn cạnh 
[image: image788.wmf]BE

 dưới một góc bằng nhau nên 
[image: image789.wmf]BKCE

 là tứ giác nội tiếp.

Bài 37: Cho đường tròn đường kính 
[image: image790.wmf]AB

, các điểm 
[image: image791.wmf],

CD

 nằm trên đường tròn đó sao cho 
[image: image792.wmf],

CD

 nằm khác phía đối với đường thẳng 
[image: image793.wmf]AB

, đồng thời 
[image: image794.wmf]ADAC

>

. Gọi điểm chính giữa của các cung nhỏ 
[image: image795.wmf],

ACAD

 lần lượt là 
[image: image796.wmf],

MN

; giao điểm của 
[image: image797.wmf]MN

 với 
[image: image798.wmf],

ACAD

 lần lượt là 
[image: image799.wmf],

HI

; giao điểm của 
[image: image800.wmf]MD

 và 
[image: image801.wmf]CN

 là 
[image: image802.wmf]K

.

a) Chứng minh 
[image: image803.wmf]·

·

ACNDMN

=

. Từ đó suy ra tứ giác 
[image: image804.wmf]MCKH

.

b) Chứng minh 
[image: image805.wmf]KH

 song song với 
[image: image806.wmf]AD

.

c) Tìm hệ thức liên hệ giữa 
[image: image807.wmf]»

s

đAC

 và 
[image: image808.wmf]»

s

đAD

 để 
[image: image809.wmf]AK

 song song với 
[image: image810.wmf]ND

.

Hướng Dẫn:
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a) Vì 
[image: image812.wmf]N

 là điểm chính giữa của cung 
[image: image813.wmf]»

»

¼

ADANDN

Þ=

.


[image: image814.wmf]·

·

ACNDMN

Þ=

 (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau 
[image: image815.wmf]»

¼

,

ANDN

).

Khi đó tứ giác 
[image: image816.wmf]CMHK

 có hai đỉnh 
[image: image817.wmf]M

 và 
[image: image818.wmf]C

 cùng nhìn cạnh 
[image: image819.wmf]HK

 dưới một góc bằng nhau nên 
[image: image820.wmf]CMHK

 là tứ giác nội tiếp.

b) Theo câu a) có 
[image: image821.wmf]CMHK

 là tứ giác nội tiếp nên 


[image: image822.wmf]·

·

CHKCMK

=

 (cùng chắn cung 
[image: image823.wmf]»

CK

).
(1)

Xét đường tròn đường kính 
[image: image824.wmf]AB

 có 


[image: image825.wmf]·

·

CMKCAD

=

 (cùng chắn 
[image: image826.wmf]»

CD

)
(2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image827.wmf]·

·

CHKCAD

=

. Mà hai góc này ở vị trí đồng vị, suy ra 
[image: image828.wmf]//

HKAD

 (đpcm).

c) 
[image: image829.wmf]·

·

·

//

AKNDKADADNKMIMAIK

Û==Û

 là tứ giác nội tiếp.


[image: image830.wmf]·

·
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·
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 cân tại 
[image: image831.wmf]I

.

Mà 
[image: image832.wmf]IM

 là phân giác của góc 
[image: image833.wmf]·

AIKMIAK

Þ^

.

Lại có 
[image: image834.wmf]//

AKNDMIND

Þ^

 hay 
[image: image835.wmf]·

90

MNNDMND
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.


[image: image836.wmf]MD

Þ

 là đường kính của đường tròn đường kính 
[image: image837.wmf]AB

.
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Bài 38: Cho đường tròn 
[image: image839.wmf](

)

;

OR

 và dây 
[image: image840.wmf]BC

 cố định, 
[image: image841.wmf]A

 là điểm di động trên cung lớn 
[image: image842.wmf]BC

 (
[image: image843.wmf]A

 khác 
[image: image844.wmf],

BC

) sao cho tam giác 
[image: image845.wmf]ABC

 nhọn. Các đường cao 
[image: image846.wmf]BD

 và 
[image: image847.wmf]CE

 của tam giác 
[image: image848.wmf]ABC

 cắt nhau tại điểm 
[image: image849.wmf]H

. Kẻ đường kính 
[image: image850.wmf]AF

 của đường tròn 
[image: image851.wmf](

)

O

, 
[image: image852.wmf]AF

 cắt 
[image: image853.wmf]BC

 tại điểm 
[image: image854.wmf]N

.

a) Chứng minh tứ giác 
[image: image855.wmf]BEDC

 là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh 
[image: image856.wmf]..

AEABADAC

=

.

c) Chứng minh tứ giác 
[image: image857.wmf]BHCF

 là hình bình hành.

d) Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image858.wmf]ADE

 cắt đường tròn 
[image: image859.wmf](

)

O

 tại điểm thứ hai 
[image: image860.wmf]K

 (
[image: image861.wmf]K

  khác 
[image: image862.wmf]O

). Chứng minh ba điểm 
[image: image863.wmf],,

KHF

 thẳng hàng.

Hướng Dẫn:
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a) Tứ giác 
[image: image865.wmf]BEDC

 có 
[image: image866.wmf]·

·

90

BECBDC

==°

 (giả thiết). Suy ra tứ giác 
[image: image867.wmf]BEDC

 là tứ giác nội tiếp (hai góc kề cùng nhìn cạnh 
[image: image868.wmf]BC

 dưới một góc bằng nhau).

b) Tứ giác 
[image: image869.wmf]BEDC

 nội tiếp suy ra 
[image: image870.wmf]·

·

AEDACB

=

 (góc ngoài của tứ giác nội tiếp).

Xét 
[image: image871.wmf]AED

D

 và 
[image: image872.wmf]ACB

D

 có: 
[image: image873.wmf]·

·

AEDACB

=

 (chứng minh trên);


và 
[image: image874.wmf]·

BAC

 chung


[image: image875.wmf](

)

g.g

AEAC

AEDACB

ADAB

ÞDDÞ=

:

 (hai cạnh tương ứng)


[image: image876.wmf]..

AEABADAC

Þ=

.

c) Ta có: 
[image: image877.wmf]//

BDCF

 (vì cùng vuông góc với 
[image: image878.wmf]AC

).



[image: image879.wmf]//

BFEC

 (vì cùng vuông góc với 
[image: image880.wmf]AB

).


Do đó 
[image: image881.wmf]BHCF

 là hình bình hành.

d) Ta thấy tứ giác 
[image: image882.wmf]ADHE

 nội tiếp đường tròn đường kính 
[image: image883.wmf]·

90

AHAKH

Þ=°


(1)


Mà 
[image: image884.wmf]AKF

D

 nội tiếp đường tròn đường kính 
[image: image885.wmf]·

90

AFAKF

Þ=


(2)


Từ (1) và (2) suy ra ba điểm 
[image: image886.wmf],,

KHF

 thẳng hàng.

Bài 39:  Cho điểm C nằm trên nửa đường tròn (O) vói đường kính AB sao cho cung 
[image: image887.wmf]»

AC

lớn hơn cung 
[image: image888.wmf]»

BC

 (C ≠ B). Đường thăng vuông góc vói AB tại O cắt dây AC tại D. Chứng minh tứ giác BCDO nội tiếp.

Hướng Dẫn:

Học sinh tự chứng minh.

Bài  40:  Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên đoạn thẳng OB lấy điểm H bất kì (H không trùng O, B). Trên đường thẳng vuông góc với OB tại H, lấy một điểm M ở ngoài đường tròn; MA và MB thứ tự cắt đường tròn (O) tại c và D. Gọi I là giao điểm của AD và BC. Chứng minh MCID và MCHB là tứ giác nội tiếp.

Hướng Dẫn:

Học sinh tự chứng minh.

Bài 41:  Cho tam giác ABC cân tại A. Đường thẳng xy song song với BC cắt AB tại E và cắt AC tại F. Chúng minh tứ giác EFCB nội tiếp.

Hướng Dẫn:

Chứng minh BEFC là hình thang cân

Bài 42:   Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE vuông góc với AB tại E, Kẻ HF vuông góc với AC tại F. Chứng minh tứ giác BEFC nội tiếp.

Hướng Dẫn:


[image: image889.wmf]·

·

AFEAHE

=

 (tính chất hình chữ nhật và 
[image: image890.wmf]·

·

AHEABH

=

 (cùng phụ 
[image: image891.wmf]·

BHE

)

Bài 43: Cho đường tròn (O;R) từ một điểm M nằm ngoài đường tròn (O) kẻ hai tiếp tuyến tại A, B. 

a. Chứng minh bốn điểm O, A, M, B cùng nằm trên một đường tròn.

b. Kẻ cát tuyến MNP, gọi K là trung điểm NP. Chứng minh năm điểm O, K, A, M, B thuộc đường
Hướng Dẫn:
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a) Chứng minh bốn điểm O, A, M, B cùng nằm trên một đường tròn.

     
 Ta có: 
[image: image893.wmf]·

OAM

 = 900 

( A thuộc đường tròn đường kính OM

      
Và: 
[image: image894.wmf]·

OBM

= 900

( B thuộc đường tròn đường kính OM

    
Vậy bốn điểm O, A, M, B cùng nằm trên một đường tròn đường kính OM.

b. Chứng minh năm điểm O, K, A, M, B thuộc đường

    
Ta có: Bốn điểm O, A, M, B cùng nằm trên một đường tròn đường kính OM

    
Mà: OK ( NP (K là trung điểm của dây NP)

( K thuộc đường tròn đường kính OM

  
Vậy năm điểm O, K, A, M, B cùng nằm trên một đường tròn đường kính OM.

[image: image895.png]
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