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A.DPAT VAN PE

I. LY DO CHON PE TAL

Nhu chung ta d3 biét, trong nhitng nim gan day nganh gido duc da co rat
nhiéu chu truong dé nang cao chat luong day hoc bang nhiéu hinh thirc va bién
phap nhu: doi moi phuong phap day hoc theo hudng tich cuc, day hoc léy hoc
sinh 1am trung tdm, d6i méi kiém tra danh gia hoc sinh...

Trong cong cude d6i méi cdn ban va toan dién nén gido duc nudc nha, doi
m&i phuong phép day hoc 13 mot trong nhitng nhiém vu quan trong hang dau.
Trong qua trinh cong tac, trai qua nhiéu phuong phap day hoc tich cuc toi nhan
thay phuong phap day hoc “Phat hién va giai quyét van d&” c6 nhiéu vu diém
cling nhu pht hop véi cong tac giang day bd mon toan & truong pho thong néi
chung va day hoc giai bai tdp toan néi riéng. Tuy nhién dé c6 thé thanh cong
trong phuong phap day hoc “Phat hién va giai quyét van d&” ngoai nang luc
chuyén mén va ning luc su pham ctia mdi gido vién con doi hoi & ngudi gido
vién phai dau tu nhiéu thoi gian va thue sy tdm huyét .

Dé c6 mot bai giang thu hat duoc hoc tro, gitp hoc trd phat trién tu duy
vé mon toan va din dit hoc tro tdi niém say mé tim toi sang tao, toi ciing nhu
bao gido vién yéu nghé va yéu toan khac thuong trin trd v6i nhitng khé khan
ctia hoc tro trong qué trinh tiép cén timg bai toan.

Bai toan tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhét ctia mot biéu thirc ludn 1a bai
toan c¢6 mat & hau hét trong cac ky thi hoc sinh giéi va ky thi THPT qudc gia.
Khéng nhitng thé né con 14 bai toan hay va khé nhat trong céc dé thi.

Trong chuong trinh giang day bai todn tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat
ludn 1a chii dé hap dan dbi v6i nguoi day 1an ngudi hoc. Viée giang day dé lam
sao hoc sinh hoc tét chii dé nay luén 1a mot van dé kho. Chii dé nay thudng danh
cho hoc sinh gidi nén cac bai toan dua ra thuong hay va kho.

Pé tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat c6 nhidu phuong phap, va khong
c6 phuong phap ndo 13 van ning dé giai dwgc moi bai toan ma chi cé nhiing
phuong phap giai dugc mot nhdm cac bai toan ma th61.Mot trong nhitng phuong
phap kha hiéu qua 1a dung dao ham cho ham nhiéu bién, tu tuéng co ban 1a quy
vé mot bién dé khao sat . Khong c¢6 mdt thuat giai chi tiét nao cho phuong phap
nay ma chi thong qua vi du dé hoc sinh rén luyén dé tu minh tim ra cach giai
quyét nhu thé ndo trong timg bai toan cu thé va tir d6 tim thiy so db giai riéng
cho minh.
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Vi nhig li do trén t6i viét dé tai “ Ky thudt quy vé mét bién trong cdc badi
toan tim GTLN , GTNN ctia mot biéu thie” dé gitip cho hoc sinh ¢6 mot cach tur
duy tot hon khi gip dang bai toan nay.

II. MUC PiCH NGHIEN CUU

Ban than nghién ciru dé tai ndy nham muc dich:
- Chia sé v6i quy Thdy, C6, cac ban ddng nghiép va cic em hoc sinh kinh
nghiém dé giai quyét bai toan tim GTNN, GTLN trong dé thi tuyén sinh Dai
hoc.
- Ban than nham rén luyén chuyén mén nham ning cao nghiép vu su pham.
I11. POI TUQNG VA PHAM VI NGHIEN CUU

- Hoc sinh khéi 12 THPT 6n thi hoc sinh gioi va thi THPT qudc gia

- Gido vién gidng day mon Toan bac THPT

- Pham vi nghién ctru cta dé tai nay bao gdom:
+ Nhic lai cach tim GTNN, GTLN cuta ham sb thong qua mot vai vi du.
+ H¢ théng mot sb dang bai toan tim GTNN, GTLN cua mot biéu thirc chira hai
bién bang cach thé mot bién qua bién con lai.
+ Hé théng mot sb dang bai toan tim GTNN, GTLN cua mot biéu thirc chira hai
bién bang cach dit 4n phuy theo tinh ddi xtmg t =X +Y, t = x* +y? hodc t = XV.
+ Hé théng mot sb dang bai toan tim GTNN, GTLN cua mdt biéu thirc chira ba
bién bﬁng cach dit an phu hoac thé hai bién qua mot bién con lai.
+ H¢ théng mot sb dang bai toan tim GTNN, GTLN cua mot biéu thirc chira hai

SA 13 , < A , 2 A X
bién bang cach dat an phu theo tinh dang cap t = y

B. GIAI QUYET VAN PE

I. THU'C TRANG VAN PE NGHIEN CUU

= Truong THPT Hoang Hoa 4 dong trén dia ban ving nong thén kho khan
vé kinh té, viéc hoc tap va phén d4u cta cac em hoc sinh chua thuc su
duoc quan tam tir cac bac hoc duoi THPT vi vay kién thirc co s& vé mon
Toan cta cac em hau hét tap trung & muc do trung binh.

= Khi chua ap dung nhiing nghién ctru trong dé tai dé day hoc giai bai tap
tim GTLN va GTNN, cac em thuong thu dong trong viée tiép can bai toan
va phu thudc nhiéu vao nhiing kién thirc dugc gido vién cung cip cht chua
y thirc tim t0i, sdng tao cling nhu tao duoc niém vui, su hung phan khi giai
toan.
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= Két qua khao sat & mot s6 10p: 12A1va 12A4 trong phan giai bai tip toan
vé tim GTLN va GTNN cua ham sé ciing nhu qua tim hiéu ¢ cc gido vién
day bo6 mén Toan, chi c6 khoang 5%- 10% hoc sinh hing tht vé1 bai toan
nay .

II. COSO LY THUYET
1. Phuong phap day hoc phat hién va giai quyét van dé.

a. Ban chit.
Day hoc phat hién va giai quyét van dé 1a phuong phap day hoc trong dé gido
vién tao ra nhiing tinh huéng ¢ van dé, diéu khién hoc sinh phat hién van dé,
hoat dong tu giac, tich cuc, cha dong, sang tao dé giai quyét van dé va thong qua
d6 chiém linh tri thic, rén luyén ki nang va dat dugc nhirng muc dich hoc tap
khac.

b. Quy trinh thuc hién.

- Tim céch giai quyét van dé thuong duoc thuc hién theo so do:

Bitdau
v
Phan tich

_Vém_

D¢ xuat va thuc hién hudng giai quyét
UUUUUQ‘J‘@ CcTTT

Hinh thanh giai phap
v
Giai phéap dung
_ v
Keét thuc

c. Uu diém.

- Phuong phap nay gop phan tich cuc vao rén luyén tu duy phé phan, tu
duy sang tao cho hoc sinh. Trén co so st dung von kién thirc va kinh nghiém da
¢6 hoc sinh s& xem xét, danh gid, thiy duoc van dé can giai quyét.

- Pay 1a phuong phap phat trién dugc kha nang tim toi, xem xét dudi
nhiéu goc do khac nhau.

- Thong qua viéc giai quyét van dé, hoc sinh linh hoi tri thire, ki nang va
phuong phap nhan thirc.
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d. Han ché.

- Phuong phap nay doi héi ngudi gido vién phai dau tu nhiéu thoi gian va
cong sire, phai ¢6 nang luc su pham tot méi suy nghi dé tao ra duoc nhiéu tinh
huéng goi van dé va hudng dan hoc sinh tim toi dé phat hién va giai quyét van
dé

- Viéc t6 chuc tiét hoc hodc mot phan cua tiét hoc theo phwong phéap phat
hién va giai quyét van dé doi hoi phai c¢6 nhiéu thoi gian hon sovéi cac phuong

phap thong thuong.

2. Mot s kién thirc co ban sir dung trong deé tai.

2.1. Mot so Kién thirc co so' vé dao ham

Trong muc nay chung t6i trinh bay lai mot s6 kién thirc vé dao ham va mot sb
cong thirc vé dao ham.

e Dinh li 1. Gid sir D la mot khoang hay hop cac khodng.

Néu hai ham sé U = u(x) va v =V(X) ¢é dgo ham trén D thi

(u+v)¢=ut+vg | (u- v)¢=ut vg

(w)¥= ug +uvg (ku)® = kug

()¢ = v, voi v(x)* 0

e Dinh Iy 2. Pao ham ctia mot sb ham sb thudong gip

(c)¢=0(Cla hang s6)
(x)¢=1
(x)¢=nxri(x1 i) (ur)% = num ud
(3)%=-2 (3)=- s
(Vx)*= (x> 0) (Vu)t= s
(e)¢=e ()¢ = eud
(Inx)¢=1(x > 0) (Inu)¢= e
(sinx)% = cosx (sinu)¢ = udcosu
(cosx)¥=- sinx (cosu) = - utsinu
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(tanx)®=1+tamx(x * 2 +kp) (tanu)® = uq1+ tan?u)

(cotx)®=- (1+ cot?x)(x* kp) (cotu)®=- ud1+cot?u)

2.2. Gia tri nhé nhit, gia tri 16n nhit ciia ham s6

Trong muc nay ching t6i trinh bay lai mot s6 kién thurc vé bai toan tim gia tri
nhd nhat, gia tri Ilén nhat cua ham so.

e Pinh nghia. Gia st ham s6 f xac dinhtréntaphop D1 .

+) Néu ton tai mot diém x, 1 D sao cho f(x)£ f(X,) v&éi moi x1 D thi sb
M = f(x,) dugc goi 1a gid tri Ién nhdt cia ham s6 f trén D, ki hiéu 1a
M = maxf(x)

x|l D *
+) Néu tdn tai mot diém X, 1 D sao cho f(x)3 f(x,) v&i moi x1 D thi sb
m = f(x,) dwoc goi 1a gid tri nhé nhdt ciia ham s f trén D, ki hiéu Ia
m = min f(x)
e Nhin xét. Nhu vay, mudn ching t6 rang s6 M (hodc M) la gia tri 1on nhat
(hodc gi tri nho nhat) ctia ham s6 f trén tdp hop D can chi 13 :
+)f(x) £ M (hogc f(x)* m)véimoi x1 D ;

+) Tén tai it nht mot diém X, I D sao cho f(X,) =M (hodc f(x,) =m).

e Nhén xét. Nguoi ta dd chimg minh dugc rangham sé lién tuc trén mot doan
thi dat duogc gia tri nhé nhat va gia tri lon nhat trén doan do.
Trong nhiéu trudong hop, c6 thé tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cta ham
sO trén mot doan ma khong can lap bang bién thién cia no.
Quy tic tim gia tri nho nhét, gia tri 1én nhat ctia ham f trén doan é;bE nhu sau :
1. Tim céc diém X, X,....x, thudc khoang (a:b) ma tai d6 f c6 dao ham
bang 0 hodc khong c6 dao ham.
2. Tinh (X)), f(x,),...f(x ),f(a) va f(b).
3. So sanh cac gia tri tim dugc.S6 10n nhat trong cac gia tri d6 1a gia tri
16n nhit caa f trén doan @:bE, s6 nho nhat trong cac gia tri d6 13 gia tri nho nhat

cua f trén doan :bp.
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2.3. Mot s6 thi du tim GTNN, GTLN ciia ham s6

Trong muc nay chung t6i1 trinh bay mat s6 vi du tim gia tri nho nhét, gia tri l6n
nhét ctia ham sb.

Thi du 1 (Pé thi tuyén sinh Pai hoc khoi B — 2003)
Tim gia tri nho nhat va gia tri 16n nhat cia ham sé f(x) = x + V4- x?

Léi gidi. Tap xéc dinh D = § 228, fdx) =1- —=— fdx)=00 x =2

Bang bién thién

Tir bang bién thién ta co N F(x) = (- 2) =- 2 3 max f(x) = F(v2) = 22

I & 224 xl & 2,24

Thi du 2. (D¢ thi tuyén sinh Pai hoc khéi B — 2004)

14 r 14 2 7 AY
Tim gia tri 1én nhat va nho nhat ciia ham so y = InXx trén doan &€’}
2Inx.tx- In?x
Loi gidgi. Taco . =% _ Inx(2- Inx)
yd= 2 - 2
X X
Tir d6 c6 bang bién thién :
— =47 —
Vay T8 y=yl@)=20 x=¢
&y / T~
vi Cg‘]j!éy:y“):OU x=1
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I1I. GIAI PHAP VA TO CHUC THU'C HIEN

Nhu vdy ching ta thdy rang viéc tim GTNN, GTLN cua ham sb kha don gian.
Viéc chuyén bai toan tim GTNN, GTLN cua mot biéu thic khong it hon hai
bién sang bai toan tim GTNN, GTLN ctia ham sb chira mot bién s& giup chung
ta gid dugc bai toan tim GTNN, GTLN ctua mdt biéu thure.

1. Quy vé mét bién bﬁng phwong phap thé

Trong phan nay t6i trinh bay mdt s6 dang bai toan tim GTNN, GTLN cua
biéu thic chtra hai bién bang cach thé mot bién qua bién con lai. Tir d6 xét ham
sO va tim gi tri nho nhat, gia tri 1én nhat cia ham sé.

Thi du 1. Cho X.¥ > 0 théa man X +¥ = 1. Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc

X y
P = +
Vi- x  J1-y

® Phdn tich va tim toi loi gidi.
Do gia thiét 1a mdi lién hé bac nhat doi v4i x va y nén c6 thé rut an x theo
y (hodc y theo x) dé thé vao P

o Loi gidi.
T gid thiét XY >0 x+y =136y =1- x0<x<1

X 1- x
Khidotaco P = + )
Vv1- x \/;

r X 1_ X 2_ X X+1
e 1o £ — fdx) = -
Xét ham so f(X) 1- x + \/)’( > (1( ) 2(1_ X)\/l' X 2x\/; )

Bang bién thién
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T bang bién thién suy ra minP = rr(1|n)f = fE——\/E dat duoc khi

X=y=

NI

Thidu2.Cho Xy 1 i théaminy £ 0xX> +x =y +12.
Tim gia tri nho nhat, gia tri 16n nhat ctia biéu thirc P =Xy +x +2y +17.

e Phan tich va tim toi loi giai.

Biéu thirc P c¢6 chta 2 bién x va y ,mudn quy vé mdt bién ta phai quy vé
bién x bang cach thé y theo biéu thuc chira x tir gia thiét vao P dé khao
sat.

o Loi gidi.

Tu gia thiét y£ 0x2+x=y+12tacO y=x2+x- 12 vd x2+x- 12£ 0

hay - 4£ x£ 3, Khid6 P =x3+3x*- %&- 7.

Xétham sb f(x) =x* +3x*- x- 7x1 843t

-
Taco F'(x)=3(x*+2x- 3)=0bp 8(

§-3

Ta c6 bang bién thién

Tir bang bién thién ta co Xmlﬂuf(x) f(1) =- 12 max f( )=1f-3)= (3)=20,

Do d6 minP =- 12 dat dugc khi X =1y =- 10 va maxP = 20 dat dugc khi
X=-3y=-6hoacx=3u=0

Nhan xét. Qua céac thi du nay cho ta mot ki thuat giam bién khi tim GTNN,
GTLN cua biéu thic hai bién bﬁng cach thé mét bién qua bién con lai va sir
dung cac gia thiét dé danh gia bién con lai. Tir 46 tim GTNN, GTLN cua ham s6
chira mét bién bi chan.
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Bai tap twong tu

Bai 1. Cho Xy 1 & 32} théa man x* +y® = 2. Tim gi4 trj nho nht, gia tri
16n nhét cua biéu thitc P = x2 + 2.
Bai 2. Cho XY > O théa man X +y = 1. Tim gia tri nho nhét, gia tri 1on nhat
¥ . X
clia bidu thitc P = —— +——
y+1 x+1
Bai 3. Cho X.¥ > 0 thoa mén X +y = 1. Tim gia trj nho nhat cta biéu thirc
P=%+ﬁ+%+%
Xy
Baid. _Cho X+y=1 Tim gid tri nho nhit coa biéu thic

P=x3+y3+3(x*- y?)+3(x +y)
Bai 5. Cho @bxy 1 i thoaman 0<abf 4 a+bf7yva2£ExE£3Ly

22 +y 4+ 2x+y
xy(a® +17)

Tim gi4 tri nho nhat cta biéu thirc P =

Bai6. Cho XY ! i théa man X> £ ¥ . Tim gi4 tri nho nhit cia biéu thic
P=x*+y*- & +16
Bai7.  Cho XYy 1 (01) théa man X +y = 1. Tim gi4 tri nho nhit cua biéu thirc

P =x+y.

2. Quy vé mot bién ¢6 san trong bai toan

Thi du 3.Cho X, y, z 13 cac s thuc duong thoa mén: 2x + 4y + 7z =2xyz. Tim
gi4 tri nho nhat cta biéu thic P=x +y + z.

e Phdn tich va tim toi loi gidi.
Biéu thirc P ¢6 chtra 3 bién dé lam giam sb bién thi tir gia thiét ta rat bién
z theo x va y sau d6 thay vao P rdi sau d6 st dung danh gia dé chi con

bién x.
o Loigidi.

Tur gid thiét ta c6: 2 == 4o x.y.250 nén 2xy-7>0
u gia thiét ta co: 2xp-7 0 X,y,z>0 nén 2xy- )
: 2x+ 4y 11 7 X+4y 2

'-P: = P - — - — | =
Khi 46: F=x+y+ 2xy- 7 X+2x+ y 2X ¥ 2xy-7 X
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11+ 2xy- 7  2x*+14 . 11 2x/x+

™ 2X +x(2xy 7) ' x
Xét ham s6: f(x) =x + —— 11 X +T X +7 xe€ (0;+)
Ta co:
X 2
IS g VT _(\/x2+7- 4)(2xz+&/x2+7+21)_0= s
= o . = = =
2x X 23X +7

Lap BBT cta ham s6 f(x) trén (0:+) ta suy ra: f(x) > /(3) =—

15 5
Vay GTNN ctua P 1a 5 <X =3y =52 =2,

Thi du 4.(Pé thi HSG Hai Dwong 2015).Cho %7 1a cac s6 thyc duong thoa
many+z =x(»” +z*) Tim gia tri nho nhét cua biéu thirc:
1 1 1 4
= -+ -+ ~+
1+x) +y)Y +z) A+x)0+y)1+2)

® Phdn tich va tim toi loi gidi.

Biéu thirc P c¢6 chira 3 bién va vai tro cta hai biény va z 1a nhu nhau .
Do d6 ta quy biéu thirc P vé bién x bang cach st dung sir dung bat dang
thirc Cauchy va Bunhiacopsky .
e Loi gidi.
Theo bét déng thirc bunhiacopsky ta c6: x(y+2z) <2x(y* +2?)

= x(y+z)2 S2(y+z)$ y+z Sz,
X

Theo bat dang thirc cosi ta co:

2 (l+x)

(1+y)(1+z)§%(2+y+z)2© (l+y)(1+z)$% 2+2| o (41 42) <

| 2 4
. A . L. P >
Lai theo BDT cositaco: (+x) + (+,)0 +z)+ (+00+)0+2)

1 2x? 4x* 2x° +6x* +x+1

D A AT T
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27 +6x7 +x+1 , 10x- 2 1
e \ A x) = A 0;+ Ja f(x) :7:():) X =
Xét ham so /(%) (2 trén (0;+%) . Ta c6 (s s
A 9 - K o A X 1 91
Lap bang bién thién ta thay P =/f(x) =/ E] ~Tos
A 2 <R 7 \ 91 1
Vay GTNN cua bi€u thirc 1a P =108 X =5V =2 =5

Thi du 5.(Pé thi HSG Thanh Héa 2016). Cho 3 s6 thuc duong X> V> Z thay

d6i, théa min x+y+l=z_ Tim gi4 tri nhd nhat cta biéu thuc
3 3 3
p ¥ LY z_ . 14
x+yz y+xz z+xy G+DJl+xp+x+y

® Phdn tich va tim toi loi gidi.

Biéu thirc P ¢6 chita 3 bién va vai tro cia hai bién x va y 14 nhu nhau .
Do d6 ta quy biéu thirc P vé bién z bang cach sir dung sir dung bat dang
thirc Cauchy

o Loi gidi.
(x+y+2) (z+1)

Taco X »,2>0 nén (Q+x)(1+y) < d§u=xéyrakhi x=y

Lai co 1+xy+x+y =(1+x)(1+y) va 2xy <x’ +y’ ddu = xay ra khi * =

Khidétacd p—_ ¥ . v ., = 14

2 2 +
X +xyz Yy 4+xyz x+y+l+xy (Z+1)\/(1+x)(1+y)

b (2 +y2) L 14
_(x2+y2)+2xyz (1+x)a+y) (z+1)\/(l+x)(1+y)

RS +y2)+ 2, 14

 l+z A+x)0+y) (z+1)/U+x)0+y)

(c+y) z’ 14
= + + =

20+2) A+0)0+p) G+ A+ +y)

Ge+y) a7 28 (z-1Y 47428 92%-z3- 2457
> + + = + =

2(1+z2) (z+1) (z+1Y 2Q0+z2) (z+1) (z+1)

9z%- z2- z+57
(z+l)2

,z>1

Xét ham f(2)=

Trang 11




Gz- 5)(322 +14z +23)

Ta co f'(Z): (Z+1)3

,Z>1f'(z):0<:)z:§

, , ) 5 53
Lap bang bién thién cua ham sé /(2) ta nhan duoc min v @)=f [ 5] =3

. 53 .
Vay GTNN cua P bang Y dat duoc khi x =y =

s, Z =

3

W | —

3. Quy vé mét biénbiang phuwong phap dit 4n phu
Dang I: Tim GTLN,GTNN ciia biéu thirc chira 2 bién c6 tinh chat déi xting
Trong phan nay chiing t6i trinh bay mot sé dang bai toan tim GTNN, GTLN cua

biéu thirc chita hai bién ma gia thiét hodc biéu thirc d6 thé hién tinh d6i xtng.
Tir d6 bang phép dit an phu ta chuyén vé bai toan tim G ctia ham sd.

Thi du 6. Cho Xy 1 i théamin X+y¥* - 1va x> +y> +xy=x+y+1. Tim

Xy

i tri nho nhat, gid tri 16n nhat cua bicu thic P = —= —.
gié tri nho nhat, gia tri 16n nhat cua biéu thtrc Xty+l

® Phdn tich va tim toi loi gidi.
Biéu thirc P c6 chita 2 bién va vai trd ctia hai bién x va y 1a nhu nhau .
Do d6 ta quy biéu thirc P vé mot bién bang cach dit 4n phy t = X +Yhoic
! =xy | tuy nhién do gia thiét bai todn néu dat ¢ =X¥ thi khi thé vao biéu
thire P phuc tap hon rat nhiéu .
* Loigidi.
Patt =x+y. Tugiathiét: x> +y? +xy =x+y +1

tacod (x+yf- xy=(x+y)+1hay xy =t2- t- 1.
Ap dung bét ding thirc (x +y)** 4xy suy ra 3X?- 4t- 4£ 0 hay - §£ t £ 2.

. 2-t-1 o, .« « -t-1 pqp)= L2
pti-t-1 fle)=t-t 1 = Fdt) =0
Khi do6 ] Xét ham so f(t) et (t+1) qt)

U t =00t =- 2 (loai).
Bang bién thién

T
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dat duoc khi x = y = - %hoécx=y=1.

Thi du 7. (D¢ thi tuyén sinh Pai hoc khéi B — 2009)
Tim gia tri nho nhit cua biéu thirc A = 3(X4 +y* +x2y2)- 2(X2 +y2) +1 véi

XY 1a cac sb thoa min (x +y)’ + 4y 3 2.

e Phdn tich va tim toi loi gidi.
Biéu thirc A ¢ chtra 2 bién va vai tro ctia hai bién x va y 13 nhu nhau .
Do d6 ta quy biéu thirc A vé mot bién bang cach dit an phu t =X +y
hoic =Xy | tuy nhién do gia thiét bai toan néu dit ! =X¥ hoic
t = X + Ythi khi thé vao biéu thirc P xuét hién bac 4 phuc tap hon rat
nhiéu .Do d6 ta chon cach dit t = x? + y?

N o

e Loi gidi.
Dua vao bt ddng thirc hién nhién : (x +y)° 3 4xy nén
(x+y) +ay3 2b (x+y) +(x+y)® (x+y) +ay> 2
P (x+y) +(x+yf- 23 0P gx+y)- Iffx+y) +(x+y)+2 0(1)
2 : 13 7 " ;
Do (x +y) +(x+y)+2=§x+y)+§§+Z>Ovatuf(1)suyra:X+y 1
Vay néu cip (X¥) théa man yéu cdu dé bai thi X +y > 1(2).

Ta bién ddi A nhu sau:
A=3(x*+y" +x32)- 2(x*+y?)+1

- :Q’(x2 +y2)2 +§(x4 +y4)- 2(x2 +y2) +1(3)

2
2
Do x4 443 Mnéntﬁ’@)suyra:
A g( 2+y2)2+£—13(x2+y2)2_ 2(X2+Y2)+1=§(X2+y2)2- 2(x? +y?) +1

2
Vix2 4y23 Mnénu‘x(Z)tacc’):xz+y23
2

NI
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Pit f(t)=%t2- 2+ 1voit=x2+y?3 5 Tacod: fd(t)—gt- 250"t %
Suy ra : m|nf —fg———(4)

\ 9 - L 1% A . 9
Tw(4)suyra A3 —.Matkhacdethaykh1x=y —th1A—E

Viy minA = — kh1 X=y=

l\)ll—l

Thi du 8. (D& thi tuyén sinh Pai hoc B — 2011)
Cho @ va b 14 céc sb thuc duong théa man 2(a? +b2) +ab = (a +b)(ab+2),

Tim gia tri nho nhét cua biéu thuc P = 4?; + == 9@

® Phdn tich va tim toi loi gidi.

Nhén thiy ca gia thiét va yéu cau bai toan déu chira biéu thire dbi xing a
va b nén cach tu duy cling hudng vé phuong phap chung d6.Tuy nhién
néu dit =Xy hogc t = X + ¥thi khi thé vao bicu thirc P xuat hi¢n bac 6

tinh toan phuc tap .Do doé ta chon cach dat t = % +§ bai toan lai tré nén
dé dang hon rat nhiéu

e Loi gidi.
Véi a,b duong, ta co: 2(a2 +P?) +ab = (a +b)(ab+2)

U 2(a> +p?) +ab=ab+at? +2(a+b) U 2§+b—+1 (a +b) +2§+__.

Ma (a +b) +2E:+ > 2\/2(a +b)E:+%—— 2\/zgi+ +2—
a b, 5
2§§f+ —+13 2/2§§f+ T 245052
suy ra: P

Batt=%+9,t3 g,suyrajp =4(t>- 3)- 9(t?- 2)=43- 9?- 12 +18
a

Xétham sb f(t) = 4t3- H?- 12 +18 v t 3

NI U

23
7

§-|O:

Taco fqt) =6(2%2- X- 2)>0,suyra: igr;rlig)f(t) = f%
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Vay, MinP = - 2 dat khi v chi khi 160 (ab) = (21) hoiic
2+ 22

(a;b) = (12)

Nhin xét. Qua cac thi du trén, cho ta mot ki thuat giam bién ctia bai toan tim
GTNN, GTLN ctia biéu thtrc hai bién c6 tinh d6i ximg: Do tinh ddi xtng nén ta
luén c6 thé bién doi dua vé mot trong cdc dang dat t =x+y, t = x> +y?
b

+ = hodc t = Xy, tir d6 dua vé tim GTNN, GTLN cia hamsé an't .
a

f =

Tlo

Dang 2: Tim GTLN,GTNN ciia biéu thirc chira 3 bién c6 tinh chat ddi xtirng

Trong phan nay chung toi trinh bay mot s6 dang bai toan tim gia tri nho nhat, gia
tri 16n nhat ciia biéu thirc chira ba bién bang cach dat 4n phu hodc thé hai bién
qua mot bién con lai. Tir do, chuyén duoc bai toan vé bai toan tim gia tri nhé
nhét, gia tri 16n nhat ciia ham s6.

Thi du 9. (Pé thi tuyén sinh Pai hoc khéi B-2010)
Cho céc sd thuc khong am @b thoan man @ +b+c¢ = 1. Tim gi4 tri nho nhat

cta bidu thie M = 3(a%? + PP + %a?) + 3(ab+bc +ca) +2Va? + 2 + 2

® Phan tich va tim toi loi gidi.
Nhén thay ca gia thiét va yéu cau bai toan déu chtra biéu thirc ddi xtng
a ,b va ¢ vay cach giai bai nay c6 twong tu nhu dbi voi dang 2 bién d6i
xtng hay khong . Dé tra 16i cho cach tu duy nay ta phai di bién dbi biéu
thirc M bang cach st dung bat ding thire ding hién nhién va gia thiét.
e Loi gidi.
Taco: M 2 (ab+bc+ca) +3(ab+hbc +ca) +2/1- 2(ab+bc +ca)

2
Ditt =ab+hbc+ca,tacd: o¢ t£—(a+b+c) =%.
. ¢ 14 2
Xétham so f(t) =t>+3 +2V1- 2t trén D53 tacod: Fdt) =2t +3-
(t) N D55 qt) T
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2
fet) =2- )3 £ O, dau bang chi xay ra tai t =0, suy ra fqt) nghich

(1- 2
bién.
At tré 1L 3 NE A A
Xét trén doan §E taco: fqt)3 f&-Z= - 23>0, suyra f(t) ddng bién.
e 1L
Dodo: f(t)* f(0)=2"tT &=
& 3t
, - e 1l
Vithé: M3 f(t)> 27t1 DL
& 3t
fab=hc =ca
Vay M., =20 lab+bc+ca=10 (abc) 1a mot trong cac bd sb:
atb+c=1

(100),(020),(001)

Thi du 10. Cho x? + y? + z2 = 1. Tim gi4 tri nho nhat, gia tri 1on nhat cia biéu
thirc
P=x+y+z+xy+yz+2zx

® Phan tich va tim toi loi gidi.
Bai toan ndy gia thiét va yéu cu bai toan déu chira biéu thire ddi xting dbi
v6i X, y va z viy cach giai bai ndy tuong tu nhu di véi dang 2. Ta quy vé
mot bién bang cach dat t =x +y +2
* Loigidi.
batt=x+y+z,

Ap dung bat dang thitc Cauchy — Schwarz ta c6 (x +y +z) £ 3(x2 +y? + )
suyrta - V3 £ t £ V3. Khido

P=(x+y+z)+;§x+y+z (x2 +y? +22)u 2(1‘2+21.“ 1)

Xét ham sb (t) =%(t2 p2- 1), Ft) =2 +2, Ft) =00 t=-1

Ta c6 bang bién thién

~N 7
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Tir bang bién thién ta c6

M inP =tig4f;nf38f(t) =f(-1) =- 1 dat duoc khi t =- 1 hay (xy:2) = (- 100)
va cac hoan vi cua no;
MaxP = Max_ f(t)=f(V3)=1++3 dat dwgc khi t=+/3 hay

tlg\/f% 35

(i2) = (&ik )

Thi dull.Cho @.b,cla cac sd thuc duwong va a+b+c =3. Tim gia tri 16n nhat cia

2 , 2 abc
biéu thac P = +3

3+ab+bc+ca \[(U+a)A+6)A+c)

® Phdn tich va tim toi loi gidi.
Str dung bat ding thirc co ban dé dua biéu thirc P vé ham chira abc. Sau
d6 dat Yabe =t
o Loi gidi.
Ap dung Bit dang thirc: (x+y+z)° >3(xy +yz +2x), Vx,7,2€R ta co:

(ab+bc +ca)’ =3abc(a+b+c) =9abc >0 = ab +bc +ca >3 abc
Ta co: (1+a)(1+b)1+c) =(1+3/abc)’, Va,b,c >0 . That vay:

A +a)A+b)1+c) =1 +(a+b+c)+(ab+bc +ca) +abc =1+33abc +33/(abc)* +abc =(1+3/abc)’
2 Jabc

Khi do: P 1
3(1+\/abc) 1+\/abc =2 M.
3
bat {abc =t;via,b,c>0nén 0<abc < atbtc =1
, 5 2 26(t- DS -1)
A A ) — L e@i1]= 00 = >0, Ve (0;1]
Xét ham so O 31+7) 142 ] (1+t)(1+t )2 ]

L . 1 1
Do d6 ham s6 ddng bién trén (0;1] = 0 =0() <0 (1) =2 (2). T (1) va (2): P <z

1 C a4
Vay maxP = pE dat duoc khi va va chi khi : a =b =c =1.
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Bai tap twong tu

Bai 1/ Cho XY > 0 théa man X +y +1= 3xy. Tim gi trj 16n nhat cua biéu thuc
3x 3y 1 1
= + - —- —
yix+1) x(y+1) x2 2
Bai 2/ Cho XY khong dong thoi bang 0 va théa man X +y = 1. Tim gi tri nho
L, o 1:R , _ 1 x? y?
nhat cta biéu thuc P = 1y +y2 - 1+x2 1

Bai 3/ Cho x* +y? = 1. Tim gia tri nhd nhét, gid tri 16n nhat cta biéu thuc
P =xJl+y +yJ1+x

Bai 4/ Cho x> +y? =1. Tim gia trj nho nhit, gia tri 16n nhat cta biéu thic

X y
P = +
Ji+y J1+x

Bai 5/ Cho XY * O thay d6i thoa man (x +y)xy =x* +y?*- xy. Tim gia tri 16n

£ .2 , 1 1
nhat cta biéu thuc P = <5 +—.

x>y

Bai 6/ Cho Xy 1 i théa min x* +xy +y? £ 2. Tim gi4 tri 16n nhét cia biéu

thic P = x*- xy +y?.

Dang 3: Tim GTLN,GTNN ciia biéu thirc chira cac bién cé tinh chit ding
cap

Trong phan nay chung toi trinh bay mot sé dang bai toan tim gia tri nho nhat, gia
trj 16n nhat cta biéu thitc chira hai bién ma gia thiét hoic biéu thitrc d6 thé hién
tinh dang cip. Tir 46 xét ham s6 va tim gia tri nho nhat, gia tri 10n nhat ciia ham
sO.

Thi du 12. (D¢ thi tuyén sinh Pai hoc A — 2011)
Cho X¥:Z 13 ba sb thuc thudc doan &4¢ va X > ¥,X* Z_ Tim gi4 tri nhé nhat

5 . X , X y V4
P = + +
cua biéu thirc X+3y y+z z+x

® Phdn tich va tim toi loi gidi.
Biéu thirc P ¢6 dang dang cip nhung c6 chira 3 bién do d6 dé quy vé mét
an ta str dung bat dang thirc phu dé danh gia P sau d6 dat anr phu dé quy
vé mot bién

o Loi gidi.
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Ta bién d6i P duoc:

P = 1 + 1 + 1

2+ Y 147 14X

X y z
Trude hét ta chy inh : —— 43 — 2 (5 ygia vab d ‘
rude hét ta ching minh : 77—+ 1+@(),V01 va uong va

ab® 1. Thatvay, (*) 0 (a+b+2)(1+Vab)> 2(1+a)(1+b)

0 (a+b)Vab+2Vab® a+b+2ab( (Vab- 1)(Va- vb) » 0, luon ding véi

a,b dwong va ab> 1. D4u bang xay ra, khi va chi khi : @ = b hodc ab = 1.
Ap dung (*), v6i X va ¥ thudc doan &4¢va X* ¥, ta co:

1 1 1 1 2
P = + + 3 +
2+ Y 14% 14X 24 Y 1+ X
X y z X y
A N ) . . 4 X . X
Dau bang xay ra, khi va chi khi : )—/=Ehoac)—/=1 (1)
2
it [X =tt1 @28 Khido: P> —0— +-2_.
y 2t +3 1+t

, t2 2 PN
2t ham sb : F(t) = + t1 a2
Xét ham s6 : f(t) > 3 1+t &2t
- 2@3(4t- 3)+3(2- 1)+ 9k
§(4-3)+2(2- V4ol

(22 +3)(1+¢) ’

Ta co: fcl(t) =

b f(t)> f(2)=§—‘3‘. Diu bing xdy ra, khi va chi khi t=2

02=40x=4y=1(),
y
3
Suyra P 3 =
uy ra 3

Tir (1) va (2) suy ra ddu bang xay ra, khi va chikhi: x =4y =1va z =2,

Viy, gi4 tri nho nhét cia P bing g—;‘, Khi x =4y =1z=2
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Thi du 13.Cho a,b,c 1a ba sb thuc khong dong thoi bang 0 thoa min

(a+b+c)’ =2(a’ +b* +c%).

3 3 3
a +b +c

R cr 1 £, s ) At oo . P—
Tim gia tri 16n nhat va nho nhat cua : (a+b+c)(ab+bc+ca)

® Phan tich va tim toi loi gidi.
Biéu thirc P ¢6 dang dang cAp nhung c6 chia 3 bién do d6 dé quy vé mot
an ta st dung bat dang thirc phu dé danh gia P sau d6 dat an phu dé quy
vé mot bién
e Loigidi.
Tacd (a+b+c) =a’ +b> +c* +2(ab +bc +ca)

o 2(a*+b* +c’) =a’ +b” +c” +2(ab + bc + ca)

< ab+bc+ca Z%(a2 +b> +c%) Z%(a+b+c)2

3

+4

3

b +4

a+b+c

a C

d(a’ +b’ +c%) _4
(a+b+c)

Khido P =

a+b+c a+b+c

Patx=—t y=— oo % phép dattaco:

4 atbtc ) avbic T a+bte phep datta co -

{x+y+z=4 { yv+z=4-x { v+z=4-x
(= [—

xy+yz+xz =1

*
vz =4- x(y+2) yz=x2-4x+4( )

16P =x* + 3" +2° =x +(p+2)° - 3yx(y+2) =3x - 12x° +12x +16

3,3, 3

P==—x->x"+>x+1
16
Tir (*) dé ton tai y va z khi va chi khi : (4- x)* 24(4- 4x+x") & x€ 0;5}
A Lgt A a a1 \ 3 53,3 .
Nhu Vay béi todn tré thanh tim GTLN va GTNN P TR +ZX+1 trén
XE 0;§
3
9 3 x—g
Tacd: P'=—x'-x+>-=0e 2
16~ 2 oo
x =2

2, _11 8
Ta co: P(0) =L P(3) == PQ2) =L P(3) =1
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11 8 2 2
*MaxP =— tg1l x =—,y =z =—;x =—,y =z =—
g W YTPYTETRITHITITS

* MinP =l1tai x =0,y =z =2; hoac x =2;y =x =0

Bai tap twong tuw

1/ Cho %Y >0 thoa man X/ £ ¥- 1. Tim gia tri nho nhat cua biéu thirc

2 3
p=2+9L

y X

2/ Cho Xy ? 0. Chung minh rang 3¢ + 7y 3 92
3/ Cho XY * 0. Chung minh ring x* +y* 3 x3 +xy>.
y’ 9
2

== :voi Xyt 0,
X0

QLLIO:

2
4/ Tim gia tri nho nhat ctia biéu thac P = 3?}% +

Q0
<

+
X <

IV. KET QUA VA KINH NGHIEM RUT RA.

1. Két qua:
= Sau khi 4p dung nhimng két qua nghién ctru trong dé tai, qua khao sat cho
thay: C6 trén 60% cac em hoc sinh c6 himg thi voi bai hoc va 30% trong
sO d6 biét cach tim toi va xay dung nhitng bai toan mdi tir nhirng bai toan
gbe dugc gido vién goi ¥ hodc dugc cac em tir tim toi.
= Trong céc ky thi thr THPT qudc gia trén toan tinh c6 khoang 30-40% hoc
sinh & céc 10p trén c6 thé giai quyét bai toan tim GTLN,GTNN ddang
khong qué kho trong cac dé thi do.
2. Kinh nghiém rut ra.
= Khi tiép can bai toan tim GTLN,GTNN cuia biéu thtrc, ta can nghién ctru
k¥ nhitng méi quan hé gitra cac gia thiét di cho va biéu thirc can tim . Néu
dir liéu bai toan xoay quanh hai hodc ba bién nao d6, cau hoi dau tién
ctia chung ta 1a: “Giira chiing c6 ching mot méi quan hé rang budc nao do
9” va dit ra nhimg gia thuyét nhu giita chiing c6 tinh chat dbi xing,
chung c6 tinh chit dang cp,... Tir d6 kiém ching gia thuyét dit ra bang
dic biét hoa bai toan, phong doan diu bang xay ra va du doan két qua
GTLN hoac GTNN.
= Pé quy biéu thirc can tim GTLN,GTNN vé mot bién ta can xem xét va
danh gia gia thiét
+ Néu gia thiét chira hai bién bac nhat c6 thé thé mot bién qua bién con lai.
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+ Néu gia thiét va biéu thirc ¢6 chtra 2 bién ddi xing thi dat an phu theo tinh ddi
xtmg t =x+y t=x>+y* hoict =Xy,

+ Néu gia thiét va biéu thuc chira hai bién ddi xtng va mot bién doc lap thi quy
vé bién doc 1ap do

+Néu biéu thirc c¢6 tinh dang cap thi dit an phu theo tinh dang cap t =

.o

<%

3.Y nghia ciia SKKN

Véi sang kién kinh nghiém nay hy vong gop thém mét tai liéu cho quy Thay, Co
va cac ban déng nghiép ; gitip cac em hoc sinh ¢ thém nhitng kinh nghiém cho
loai toan nay, tir do tu tin hon khi thi Pai hoc.

4. Kha ning vimg dung va trién khai

Sang kién kinh nghiém nay c6 thé trién khai nhu mét chuyén dé dé bdi dudng
hoc sinh gioi ; ciing nhu dung dé giang day cho cac em hoc sinh 6n tap thi dai
hoc, nhim gitp cac em hoc sinh c6 thé vuot qua tré ngai tam i tir trude t6i nay
cho loai bai todn nay.
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C.KET LUAN VA PE XUAT

I.  NHUNG KET LUAN

Qua thuce té giang day chung toi thdy rang van dé nao du khé ma gido vién
quan tAm va truyén thu cho hoc sinh bang long say mé va nhiét tinh caa minh thi
s& cudn hut cac em vao con dudng nghién ctru. Bai toan tim GTNN, GTLN ciia
mot biéu thie khong phai 1a mot van dé méi, nhung thuc té day 1a van dé khé va
khong himg thu dbi véi nhiéu hoc sinh . Tham chi con nhiéu Thay, C6 chua
thuc sy quan tAm ding muc van dé nay.

II. NHUNG KIEN NGHI, PE XUAT

Trong day hoc giai bai tap toan, gido vién can x4y dung bai giang thanh
hé thdng nhitng bai tip c6 phuong phap va quy trinh giai toan.

Khuyén khich hoc sinh xdy dung bai tap toan lién quan dén nhimng dang
bai tap toan trong bai giang. Phat trién va nhan rong nhing dé tai c6 ing dung
thuc tién cao, déng thoi viét thanh nhirng bd sach tham khao cho hoc sinh va
gido vién.

XAC NHAN CUA THU TRUONG PON VI Thanh héa ngay 20 thang 5 nam 2016
Téi xin cam doan day 1a SKKN ciia minh viét, khong
sao chép ndi dung cua nguoi khac.

Ngudi viet

Lé Xuan Ninh
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SO GIAO DUC VA PAO TAO THANH HOA
TRUONG THPT HOANG HOA 4

SANG KIEN KINH NGHIEM

MEN DE TAI

KY THUAT QUY VE MOT BIEN
TRONG BAI TOAN TIM GIA TRI LON
NHAT GIA TRI NHO NHAT CUA MOT BIEU
THUC

Ngwoi thuce hién: Lé Xuan Ninh
Churc vu: Hi¢u truong

Pon vi cong tac: Trueong THPT Hodng Héa 4
Sang Kién kinh nghiém mén: Toan hoc
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