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TÍNH ĐỊNH THỨC  
Chuyên đề này nghiên cứu về các phương pháp tính định thức cấp n tổng quát. 

1. PHƯƠNG PHÁP ĐƯA VỀ DẠNG TAM GIÁC 

Ta cần biến đổi định thức cấp n về định thức dạng tam giác. Khi đó định thức cấp 
n bằng tích các phần tử trên đường chéo chính. 

Ví dụ 1. Tính định thức cấp n: 

1 1 1 1

1 0 1 1

D 1 1 0 1

1 1 1 0

=

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải:  

Lấy các dòng i (i = 2, 3,…, n) trừ đi dòng thứ nhất ta được: 

( )n 1

1 1 1 1

0 1 0 0

D 10 0 1 0

0 0 0 1

−

−

= = −−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Ví dụ 2. Tính định thức: 

1

2

3

n

a x x x

x a x x

D x x a x

x x x a

=

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải:  

Lấy các dòng i (i = 2, 3,…, n) trừ đi dòng thứ nhất ta được: 

1

1 2

1 3

1 n

a x x x

x a a x 0 0

D x a 0 a x 0

x a 0 0 a x

− −

= − −

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Đưa bội 1a x−  ở cột đầu, 2a x−  ở cột thứ 2,…, na x−  ở cột thứ n ra ngoài ta được: 
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( )( ) ( )

1

1 2 3 n

a x x x
a x a x a x a x

1 2 n

1 1 0 0

D a x a x a x 1 0 1 0

1 0 0 1

− − − −

−

= − − − × −

−

⋯

⋯

… ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Viết 1

1 1

a x
a x a x1− −= +  và cộng tất cả các cột vào cột đầu tiên ta được: 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 n 2 3 n

1 2 n

x x x x x
a x a x a x a x a x

1 n

1 1 1 1
x a x a x a x1 2 n

1

0 1 0 0

D a x a x 0 0 1 0

0 0 0 1

x a x a x a x

− − − − −

− − −

+ + +

= − − ×

= − − − + + + +

⋯ ⋯

⋯

… ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

… ⋯

 

 

2. PHƯƠNG PHÁP TÁCH THÀNH CÁC THỪA SỐ  

Định thức cần tính được xem như một đa thức của một hay nhiều phần tử của nó. 
Biến đổi định thức để định thức này chia hết cho một số các thừa số, do đó (nếu các 
thừa số này nguyên tố cùng nhau) thì định thức và tích các thừa số này lệch nhau một 
hằng số. 

Tiếp đó, để xác định được chính xác giá trị của định thức ta cần so sánh hệ số theo 
một biến nào đó của định thức và tích trên, từ đó xác định được giá trị của định thức.   

Ví dụ 3. Tính định thức: 

0 x y z

x 0 z y
D

y z 0 x

z y x 0

=  

Giải:  

Cộng tất cả các cột vào cột đầu tiên, ta thấy định thức chia hết cho x y z+ + ; sau 
đó cộng vào cột thứ nhất cột thứ 2, trừ đi cột thứ 3 và thứ tư ta được định thức chia 
hết cho y z x+ − ; cộng vào cột thứ 3, cột thứ nhất và trừ đi cột thứ 2, thứ 4 ta được 
định thức chia hết cho x y z− + ; cuối cùng, cộng vào cột thứ 4 cột thứ nhất, trừ đi cột 
thứ 2, thứ 3 ta được định thức chia hết cho x y z+ − . Vì x, y, z là các biến số độc lập 
với nhau, nên  các thừa số trên là nguyên tố cùng nhau, vì thế định thức chia hết cho 
tích: 

( )( )( )( )x y z y z x x y z x y z+ + + − − + + −  
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Tích này chứa 4x  với hệ số  

0 1 2 n

0 2 n

0 1 n

0 1 2

a a a a

a x a a

a a x a

a a a x

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

, trong khi định thức cũng chứa 

4x  nhưng với hệ số +1, vì thế: 

( )( )( )( )
4 4 4 2 2 2 2 2 2

D x y z y z x x z y x y z

x y z 2x y 2x z 2y z

= − + + + − + − + −

= + + − − −
 

Ví dụ 4. Tính định thức Vandermonde cấp n sau: 
2 n 1

1 1 1

2 n 1

2 2 2

n

2 n 1

n n n

1 x x x

1 x x x
D

1 x x x

−

−

−

=

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải: 

Coi nD  là đa thức của ẩn nx  với các hệ số phụ thuộc vào 1 2 n 1x ,x , ,x −… . Ta thấy đa 
thức trên có các nghiệm là n 1 n 2 n n 1x x ,x x , ,x x −= = =… , vì thế nó chia hết cho 

n 1 n 2 n n 1x x ,x x , ,x x −− − −… . 

Tất cả các phần tử trên là nguyên tố cùng nhau (do 1 2 n 1x ,x , ,x −…  là các phần tử 
bất kỳ, không phụ thuộc vào nhau). Do đó nD  chia hết cho tích của chúng, nghĩa là 

n 1 2 n n 1 n 2 n n 1D q(x ,x , ,x )(x x )(x x ) (x x )−= − − −… …  

Khai triển nD  theo dòng cuối cùng, ta thấy rằng nó là đa thức bậc n 1−  của nx  và 

hệ số của n 1

nx −  bằng với định thức Vandermonde n 1D −  với các phần tử 1 2 n 1x ,x , ,x −… , 
từ hệ số của nx  trong phần tích bên phải của đẳng thức trên là 1 ta suy ra 

1 2 nq(x ,x , ,x )…  không chứa nx , so sánh các hệ số trong cả hai vế ta được 

n 1 1 2 n 1D q(x ,x , ,x )− −= … . Khi đó n n 1 n 1 n 2 n n 1D D (x x )(x x ) (x x )− −= − − −… , áp dụng 
công thức này ta lại có: 

n 1 n 2 n 1 1 n 1 n 2D D (x x ) (x x )− − − − −= − −…  

Lặp lại quá trình này, với chú ý rằng 1D 1=  ta được: 

( )n 2 1 3 1 n n 1 i j
i j

D (x x )(x x ) (x x ) x x−
>

= − − − = −∏⋯  
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3. PHƯƠNG PHÁP DÙNG CÔNG THỨC TRUY HỒI 

Trong phương pháp này, ta dùng cách khai triển định thức theo các dòng hoặc các 
cột một cách hợp lý để đưa về định thức có cùng dạng nhưng với cấp nhỏ hơn. Có thể 
là đưa nD  về hệ thức chỉ liên hệ với n 1D − , hoặc liên hệ với cả n 1D −  và n 2D − . 

Giả sử bằng cách khai triển nào đó, ta đưa được về công thức truy hồi dạng: 

n n 1 n 2D p.D q.D , n 2− −= + >                                      (1) 

với p, q là các hằng số. Ta xét riêng từng trường hợp có thể xảy ra: 

Trường hợp 1. Nếu q = 0 thì ta tính được n 1

n 1D p .D−= , trong đó 1D  là định thức cấp 
1 dạng đã cho. 

Trường hợp 2. Nếu q 0≠ , gọi ,α β  là nghiệm của phương trình bậc hai 
2x p.x q 0− − = . Khi đó p , q .= α +β = −αβ  và (1) được viết dưới dạng: 

( )n n 1 n 1 n 2D .D D .D− − −−β = α −β                                     (2) 

hoặc         

    ( )n n 1 n 1 n 2D .D D .D− − −− α = β − α                                     (3) 

Trường hợp 2a. Giả sử rằng α ≠ β , khi đó từ (2) và (3) ta được 

( )n 2

n n 1 2 1D .D D .D−
−−β = α −β  và 

( )n 2

n n 1 2 1D .D D .D−
−−α = β − α  

Vì vậy 

( ) ( )n 1 n 1

2 1 2 1

n

. D D . D D
D

− −α −β −β − α
=

α −β
 

Hay n n

n 1 2D C C= α + β  với 
( ) ( )
2 1 2 1

1 2

D D D D
C ,C

−β − α
= = −
α α −β β α −β

 (4) 

Công thức (4) này có thể nhớ dễ dàng, cụ thể 1C  và 2C  có thể tính lại bằng cách 

xét (4) với n = 1, n = 2 thì được: 2 2

1 1 2 2 1 2D C C , D C C= α + β = α + β , từ hệ này giải 
được 1C  và 2C  theo 1 2, , D , Dα β . 

Trường hợp 2b. Bây giờ ta xét trường hợp α =β , khi đó (2) và (3) trở thành 

( )n n 1 n 1 n 2D .D D .D− − −− α = α −α  

Do đó  
n 2

n n 1D .D A −
−− α = α                                  (5) 

Với 2 1A D D= − α . 

Trong (5), xét với n 1−  ta được n 3

n 1 n 2D .D A −
− −− α = α , do đó n 3

n 1 n 2D .D A −
− −= α + α , 

thế ngược trở  lại (5) ta được 2 n 2

n n 2D .D 2A −
−= α + α , cứ lặp lại như thế ta được 
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( )n 1 n 2

n 1D .D n 1 A− −= α + − α  hoặc ( )n

n 1 nD n 1 C C= α − +    với 1
2

DA
1 2C ,C αα
= =  (vì 

q 0≠  nên ở đây 0α ≠ ). 

Chú ý: 

Khi trình bày một bài toán tính định thức cụ thể ta nên làm tuần tự như trên (việc 
này là không khó khăn), không được áp dụng luôn công thức vì sẽ dễ sai lầm về công 
thức và người đọc khó chấp nhận kết quả đưa ra. 

Ví dụ 5. Sử dụng phương pháp truy hồi tính định thức trong ví dụ 2. 

Giải: 

Khai triển cột cuối cùng bằng cách viết ( )n na x a x= + − , ta đưa định thức nD  về 

tổng của hai định thức: 

11

22

n

n 1n 1

n

a x x 0a x x x

x a x 0x a x x

D

x x a 0x x a x

x x x a xx x x x
−−

= +

−

⋯⋯

⋯⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯⋯

⋯⋯

 

Trong định thức đầu tiên, lấy tất cả các cột trừ đi cột cuối cùng, và khai triển định 
thức thứ hai theo cột cuối cùng ta được: 

( )( ) ( ) ( )n 1 2 n 1 n n 1D x a x a x a x a x D− −= − − − + −…  

Đây chính là công thức truy hồi, khi đó ta lại tiếp tục khai triển n 1D −  và thay vào 
công thức trên được: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

n 1 2 n 1 1 2 n 2 n

n 2 n 1 n

D x a x a x a x x a x a x a x a x

D a x a x

− −

− −

= − − − + − − − − +

+ − −

… …

 

Cứ tiếp tục n 1−  lần với chú ý rằng ( )1 1 1D a x a x= = + − , ta có: 

( )( ) ( )n 1 2 n

1 n

1 1 1
D x a x a x a x

x a x a x

 
= − − − + + + − − 

… ⋯  

Ví dụ 6. Tính định thức cấp n: 

n

5 3 0 0 0 0

2 5 3 0 0 0

D 0 2 5 3 0 0

0 0 0 0 2 5

=

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải:  

Khai triển theo dòng thứ nhất, rồi theo cột thứ nhất ta được công thức truy hồi là: 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN             Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2012 

Tính định thức 
 

6 

n n 1 n 2D 5D 6D− −= −  

Phương trình  2x 5x 6 0− + =  có hai nghiệm phân biệt là 2, 3α = β = . 

Do đó công thức trên được viết lại là: 

( )
( )

n n 1 n 1 n 2

n n 1 n 1 n 2

D 2.D 3 D 2.D

D 3.D 2 D 3.D

− − −

− − −

− = −

− = −
 

Do đó ta được: 

 
( )
( )

n 2

n n 1 2 1

n 2

n n 1 2 1

D 2.D 3 D 2.D

D 3.D 2 D 3.D

−
−

−
−

− = −

− = −
  

Ta có 1 2D 5, D 19= = , giải hệ hai phương trình này với các “ẩn” được coi là nD  và 

n 1D −  ta được: 

n 1 n 1

nD 3 2+ += −  

 

4. PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH MỘT ĐỊNH THỨC THÀNH TỔNG CÁC 
ĐỊNH THỨC 

Một số định thức được tính bằng cách phân tích nó thành tổng của các định thức 
cùng cấp. 

Ví dụ 7. Tính định thức: 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n

n 1 n 2 n n

a b a b a b

a b a b a b
D

a b a b a b

+ + +

+ + +
=

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải: 

Phân tích định thức theo dòng thứ nhất thì định thức phân tích thành tổng của hai 
định thức, sau đó mỗi định thức này lại phân tích thành hai định thức nữa ứng với 
phân tích dòng thứ hai, cứ tiếp tục như thế, đến dòng cuối cùng ta được n2  định thức. 

Khi phân tích như vậy, ta thấy mỗi một dòng đều là các phần tử giống nhau hết, 
hoặc đều là ia , hoặc đều là jb . Do đó khi n 2>  thì định thức có ít nhất 2 dòng tỷ lệ, 

do đó định thức bằng 0. Khi n 2≤ , ta được: 

( )( )1 1 1 2

1 1 1 2 1 2 2 1

1 2 2 2

a a b b
D a b , D a a b b

b b a a
= + = + = − −  
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5. PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI TẤT CẢ CÁC PHẦN TỬ CỦA ĐỊNH THỨC 

Phương pháp này được áp dụng khi thay đổi tất cả các phàn tử của định thức bởi 
cùng một số thì ta được mọi phần bù đại số được tính một cách dễ dàng. Phương 
pháp này  dựa trên tính chất sau: Nếu cộng tất cả các phần tử của định thức D với số 
x thì định thức sẽ tăng thêm một lượng bằng x nhân với tổng của tất cả các phần bù 
đại số của D. Thật vậy, nếu: 

11 1n 11 1n

n1 nn n1 nn

a a a x a x

D , D

a a a x a x

+ +

′= =

+ +

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

Khai triển dòng thứ nhất của D′  thành tổng của hai định thức, sau đó lại khai triển 
các định thức này theo dòng thứ hai, cứ tiếp tục như thế ta được: 

Những định thức chứa hơn một dòng bằng x hết thì bằng 0. 

Những định thức chỉ chứa một dòng bằng x, thì khai triển theo các dòng này ta dễ 

dàng được công thức: 
n

ij
i, j 1

D D x A
=

′ = + ∑ . 

Vì vậy, để tính định thức của D′ , ta sẽ thay bằng tính định thức D và tính tổng các 
phần bù đại số của D. 

Ví dụ 8. Tính định thức nD  trong ví dụ 2. 

Giải: 

Lấy tất cả các phần tử trừ đi x, ta được định thức  

1

2

n

a x 0 0

0 a x 0
D

0 0 a x

−

−
=

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Tất cả các phần bù đại số của các phần tử nằm ngoài đường chéo chính bằng 0, và 
bù đại số của mỗi phần tử trên đường chéo chính bằng tích của các phần tử còn lại 
trên đường chéo chính, vì thế: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

n

n 1 2 n 1 1 i 1 i 1 n
i 1

1 2 n

1 n

D a x a x a x x a x a x a x a x

1 1 1
x a x a x a x

x a x a x

− − +
=

= − − − + − − − −

 
= − − − + + + − − 

∑… … …

… ⋯
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BÀI TẬP 
TÍNH ĐỊNH THỨC BẰNG CÁCH ĐƯA VỀ DẠNG TAM GIÁC 

1. 

1 2 3 n

1 0 3 n

1 2 0 n

1 2 3 0

−

− −

− − −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

    2. 

1 2 3 n 2 n 1 n

2 3 4 n 1 n n

3 4 5 n n n

n n n n n n

− −

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

3. 

1 12 13 1n

1 2 23 2n

1 2 3 3n

1 2 3 n

x a a a

x x a a

x x x a

x x x x

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  4. 
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

n n n n n

1 1 1 1

a a a b a

a a b a a

a b a a a

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

    

5. 

3 2 2 2

2 3 2 2

2 2 3 2

2 2 2 3

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   6. 

0 1 2 na a a a

x x 0 0

0 x x 0

0 0 0 x

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

           

7. 

1 2 3 n

1 2

2 3

n

a a a a

x x 0 0

0 x x 0

0 0 0 x

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   

8. Tính định thức cấp n trong đó các phần tử được xác định bởi ija min(i, j)= . 

9. Tính định thức cấp n trong đó các phần tử được xác định bởi ija max(i, j)= . 

10. Tính định thức cấp n trong đó các phần tử được xác định bởi ija i j= − . 

TÍNH ĐỊNH THỨC BẰNG CÁCH PHÂN TÍCH THÀNH TÍCH CÁC THỪA 
SỐ: 

11. 

1 2 3 n

1 x 1 3 n

1 2 x 1 n

1 2 3 x 1

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 12.  

1 1 1 1

1 2 x 1 1

1 1 3 x 1

1 1 1 n 1 x

−

−

+ −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN             Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2012 

Tính định thức 
 

9 

13.  

0 1 2 n

0 2 n

0 1 n

0 1 2

a a a a

a x a a

a a x a

a a a x

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  14.  

x a b c

a x c b

b c x a

c b a x

−

−

−

−

       

15.   
2

2

1 1 2 3

1 2 x 2 3

2 3 1 5

2 3 1 9 x

−

−

       16.  

1 x 1 1 1

1 1 x 1 1

1 1 1 x 1

1 1 1 1 x

+

−

+

−

 

TÍNH ĐỊNH THỨC BẰNG CÔNG THỨC TRUY HỒI: 

17.

1 1 1 2 1 3 1 n

1 2 2 2 2 3 2 n

1 3 2 3 3 3 3 n

1 n 2 n 3 n n n

a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  18.

0 1 2 n

1 1

2 2

n

a a a a

y x 0 0

0 y x 0

0 0 0 x

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

19.  
1

2

n

0 1 1 1

1 a 0 0

1 0 a 0

1 0 0 a

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

      20.  

1

2

3

n

1 0 0 0 0 1

1 a 0 0 0 0

1 1 a 0 0 0

1 0 1 a 0 0

1 0 0 0 1 a

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

21.  

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 0

0 0 0 2

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

    22.  

3 2 0 0

1 3 2 0

0 1 3 0

0 0 0 3

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

     

23. 

7 5 0 0

2 7 5 0

0 2 7 0

0 0 0 7

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   24. 

5 6 0 0 0 0 0

4 5 2 0 0 0 0

0 1 3 2 0 0 0

0 0 1 3 2 0 0

0 0 0 0 0 3 2

0 0 0 0 0 1 3

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯
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25.  

1 2 0 0 0 0 0

3 4 3 0 0 0 0

0 2 5 3 0 0 0

0 0 2 5 3 0 0

0 0 0 0 0 5 3

0 0 0 0 0 2 5

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

26.  

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0 0

α +β αβ

α +β αβ

α +β αβ

α +β

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

TÍNH ĐỊNH THỨC BẰNG CÁCH BIỂU DIỄN THÀNH TỔNG CÁC ĐỊNH 
THỨC: 

27. 

1 2 3 n

1 2 3 n

1 2 3 n

1 2 3 n

x a a a a

a x a a a

a a x a a

a a a x a

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   28. 

1 2 n

1 2 n

1 2 n

x a a

a x a

a a x

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

29.  

1 1

2 2 2

3 3 3 3

n n n n n n

0 1 1 1 1 1

x a 0 0 0 0

x x a 0 0 0

x x x a 0 0

x x x x x a

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 30.  

1 1 2 1 3 1 n

2 1 2 2 3 2 n

3 1 3 2 3 3 3 n

n 1 n 2 n 3 n

x a b a b a b

a b x a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b x

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

 

 

 

 

 

 

TÍNH CÁC ĐỊNH THỨC SAU: 

31. 

1 2 3 n 1 n

1 3 3 n 1 n

1 2 5 n 1 n

1 2 3 2n 3 n

1 2 3 n 1 2n 1

−

−

−

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 32. 

1 2 n

1 1 2 n

1 2 2 n

1 2 n n

1 a a a

1 a b a a

1 a a b a

1 a a a b

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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33. 

2 2 2 2 1

2 2 2 2 2

2 2 3 2 2

2 n 1 2 2 2

n 2 2 2 2

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

    34. 

1 n n n

n 2 n n

n n 3 n

n n n n

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

35. 

x y 0 0 0 0

0 x y 0 0 0

0 0 x y 0 0

0 0 0 0 x y

y 0 0 0 0 x

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 36. 

1 n 1 1 1

1 1 n 1 1

1 1 1 n 1

1 1 1 1 n

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

37. 

1 1 1 n

1 1 n 1

1 n 1 1

n 1 1 1

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

   38. 

n 1 1 1

1 n 1 1

1 1 n 1

1 1 1 n

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

39. 

a b b b

b a b b

b b a b

b b b a

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

        40. 

1 2 0 0 0

1 3 2 0 0

0 1 3 2 0

0 0 0 0 2

0 0 0 0 3

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

41. 

1

1 2

2 3

n

1 b 0 0 0 0

1 1 b b 0 0 0

0 1 1 b b 0 0

0 0 0 0 1 1 b

− −

− −

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 42.  

1 2 n 1

1 2 n 1

1 2 n 1

1 2 3

1 2 3 n

x a a a 1

a x a a 1

a a x a 1

a a a x 1

a a a a 1

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯
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43. 

1

2

n 1

n

x 1 0 0 0 0

a x 1 0 0 0

a 0 x 1 0 0

a 0 0 0 x 1

a 0 0 0 0 x
−

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

  44. 

1 2 3 n 1 n

1 x 0 0 0

0 1 x 0 0

0 0 0 x 0

0 0 0 1 x

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

45. 

n 1 0 0 0 0

n 1 x 1 0 0 0

n 2 0 x 1 0 0

2 0 0 0 x 1

1 0 0 0 0 x

−

− −

− −

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

  46. 

2 3 n

2 n 1

11

n 2

21 22

n1 n 2 n3 n 4

1 x x x x

a 1 x x x

a a 1 x x

a a a a 1

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

47. 

1 2 n 1 n

n n n n

1 2 n 1

n 1 n 1 n 1

1 2

n 2 n 2

1 2

2 2

1

1

0 1 2 n 1 n

1 C C C C

1 C C C 0

1 C C 0 0

1 C C 0 0

1 C 0 0 0

a a a a a

−

−
− − −

− −

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

⋯

  48. 

0 1 1 1 1

1 0 x x x

1 x 0 x x

1 x x 0 x

1 x x x 0

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

49. 

( ) ( )

2 n

2 n

2 n

1 1 1 1

1 2 2 2

1 3 3 3

1 n 1 n 1 n 1+ + +

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  50. 

( ) ( )
( ) ( )

n nn

n 1 n 1n 1

a a 1 a n

a a 1 a n

a a 1 a n

1 1 1

− −−

− −

− −

− −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

51. 

1 2 n

2 2 2

1 1 2 2 n n

3 2 3 2 3 2

1 1 2 2 n n

n 1 n 2 n 1 n 2 n 1 n 2

1 1 2 2 n n

1 1 1

x 1 x 1 x 1

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x− − − − − −

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN             Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2012 

Tính định thức 
 

13 

52. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

n n 1

1 1 1

n n 1

2 2 2

n n 1

n 1 n 1 n 1

x a x a x a 1

x a x a x a 1

x a x a x a 1

−

−

−

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

53. 

2 n 1

1 1 1

2 n 1

2 2 2

2 n 1

n n n

1 sin sin sin

1 sin sin sin

1 sin sin sin

−

−

−

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 54. 

2 n 1

1 1 1

2 n 1

2 2 2

2 n 1

n n n

1 cos cos cos

1 cos cos cos

1 cos cos cos

−

−

−

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

55. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 n 1 1

1 2 2 2 n 1 2

1 n 2 n n 1 n

1 x x x

1 x x x

1 x x x

−

−

−

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 với   ( ) k k 1

k k1 kkx x a x a−ϕ = + + +⋯ . 

56. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 1 n 1 2 n 1 n

1 1 1

f cos f cos f cos

f cos f cos f cos

f cos f cos f cos− − −

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

Với   ( ) k k 1 k 2

k k 0 k1 k 2 kkf x a x a x a x a− −= + + + +⋯ . 

57. 

1 1 1

2 2 2

n n n

1 2 n 1

x x x

1 2 n 1

x x x

1 2 n 1

x x x

1 C C C

1 C C C

1 C C C

−

−

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 Với  
( )( ) ( )h

x

x x 1 x 2 x k 1
C

k!

− − − +
=

⋯

.  

58.  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n nn

n 1 n 1 n 1n 1

2n 1 2n 2 n 2n

2n 1 2n 2 n 2n

2n 1 2n 2 n 2n

1 1 1 1

− − −−

− −

− −

− −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 59.

1 2 n

1 2 n

1 2 n

2 2 2

1 2 n

n 1 n 1 n 1

1 2 n

x x x

x 1 x 1 x 1

x x x

x x x

x x x− − −

− − −
⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

60.
3 3 3

2n 1 2n 1 2n 1

1 2 3 n

1 2 3 n

1 2 3 n− − −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   61.  

n n 1 n 2 2 n

1 1 1 1 1 1

n n 1 n 2 2 n

2 2 1 1 2 2

n n 1 n 2 2 n

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

a a b a b b

a a b a b b

a a b a b b

− −

− −

− −
+ + + + + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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62.  

n 1 n 2 n 1

1 1 1 1

n 1 n 2 n 1

2 2 2 2

n 1 n 2 n 1

n n n n

sin sin cos cos

sin sin cos cos

sin sin cos cos

− − −

− − −

− − −

α α α α

α α α α

α α α α

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

63.  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1 n

n 1 1 1 n 1 1 1 1 1 1 1 1

n 1 n

n 2 2 2 n 1 2 2 2 1 2 2 2

n 1 n

n n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 1 n 1 n 1 n 1

f x , y y f x , y y f x , y y

f x , y y f x , y y f x , y y

f x , y y f x , y y f x , y y

−
−

−
−

−
+ + + − + + + + + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Với ( )if x,y  là đa thức hai biến x, y với bậc i. 

64. 

2 n 1

1 1 1 1

2 n 1

2 2 2 2

2 n 1

n n n n

a x x x

a x x x

a x x x

−

−

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  65. 

2 n 2 n

1 1 1 1

2 n 2 n

2 2 2 2

2 n 2 n

n n n n

1 x x x x

1 x x x x

1 x x x x

−

−

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

66. 

2 3 n

1 1 1

2 3 n

2 2 2

2 3 n

n n n

1 x x x

1 x x x

1 x x x

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  67. 

2 s 1 s 1 n

1 1 1 1 1

2 s 1 s 1 n

2 2 2 2 2

2 s 1 s 1 n

n n n n n

1 x x x x x

1 x x x x x

1 x x x x x

− +

− +

− +

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

68. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 n 1

1 1 1 1 1 1

2 n 1

2 2 2 2 2 2

2 n 1

n n n n n n

1 x x 1 x x 1 x x 1

1 x x 1 x x 1 x x 1

1 x x 1 x x 1 x x 1

−

−

−

− − −

− − −

− − −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 69. 

2 n

1 1 1

2 n

2 2 2

2 n

n n n

1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

70. 

( )
( )

( )

1 1 1

2 2 2

n n n

1 cos cos2 cos n 1

1 cos cos2 cos n 1

1 cos cos2 cos n 1

ϕ ϕ − ϕ

ϕ ϕ − ϕ

ϕ ϕ − ϕ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 71. 

1 1 1

2 2 2

n n n

sin sin 2 sin n

sin sin 2 sin n

sin sin 2 sin n

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

72. 

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

    73. 

a b c d e f g h

b a d c f e h g

c d a b g h e f

d c b a h g f e

e f g h a b c d

f e h g b a d c

g h e f c d a b

h g f e d c b a
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74. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

− − −

− − −

− − −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 75. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

1 x y 1 x y 1 x y

1 x y 1 x y 1 x y

1 x y 1 x y 1 x y

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   

76. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

f a f a f a

f a f a f a

f a f a f a

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 với ( )if x  là đa thức bậc không lớn hơn n 2− . 

77. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

1 a b a b a b

a b 1 a b a b

a b a b 1 a b

+ + + +

+ + + +

+ + + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 77. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

x y 1 x y 1 x y

1 x y x y 1 x y

1 x y 1 x y x y

+ +

+ +

+ +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

78. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

a b x a b a b

a b a b x a b

a b a b a b x

− + − −

− − + −

− − − +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

79. 

1 1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 2 n

n 1 n 2 n n n

x a b a b a b

a b x a b a b

a b a b x a b

+

+

+

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

80. 

2n 2n

a 0 0 b

0 a b 0

0 b a 0

b 0 0 a
×

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

     81.  

1 1

2 2

2n 1 2n 1

2n 2n

a 0 0 b

0 a b 0

0 b a 0

b 0 0 a
− −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

82.

2

2

2

2 1
x x

2 1
x x

2 1
x x

2
x

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0 1

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

     83.

1 1 0 0

1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

84.  Dãy Fibonaci (Fibonaci là nhà toán học người Italy ở thế kỷ 13) là dãy bắt đầu 
với các số 1, 2 và sau đó mỗi số sau bằng tổng của hai số đứng ngay trước nó: Ta có 
dãy 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,… 

Chứng minh rằng phần tử thứ n của dãy Fibonaci bằng định thức cấp n sau: 
1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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85. 

9 5 0 0 0 0

4 9 5 0 0 0

0 4 9 5 0 0

0 0 0 0 4 9

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  86. 

0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

87. 

0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  88. 

a 1 0 0 0 0

1 a 1 0 0 0

0 1 a 1 0 0

0 0 0 0 1 a

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

89.  

a 1 0 0 0 0

1 a 1 0 0 0

0 1 a 1 0 0

0 0 0 0 1 a

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   

90. Chứng minh rằng phương trình: 
2cos 1 0 0 0 0

1 2cos 1 0 0 0

cosn0 1 2cos 1 0 0

0 0 0 0 1 2cos

α

α

= αα

α

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Sử dụng kết quả này và kết quả của bài 88 suy ra biểu diễn cosnα  theo cosα . 
91. Chứng minh đẳng thức: 

2cos 1 0 0 0 0

1 2cos 1 0 0 0
sin n

0 1 2cos 1 0 0
sin

0 0 0 0 1 2cos

α

α
α
= α

α

α

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Với định thức trên cấp n 1− . Sử dụng đẳng thức trên và bài tập 88, hãy biểu diễn 
sin nα  thành tích của sinα  thành đa thức của cosα . 
92. Không tính định thức, hãy chứng minh đẳng thức sau: 

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2

2 3 3 3 3 3

n 1 n n

a b 0 0 0 0 a b c 0 0 0 0

c a b 0 0 0 1 a b c 0 0 0

0 c a b 0 0 0 1 a b c 0 0

0 0 0 0 c a 0 0 0 0 1 a−

=

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯
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93. 

2

2

2

2

1 x x 0 0 0 0

x 1 x x 0 0 0

0 x 1 x x 0 0

0 0 0 0 x 1 x

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

94. 

1 2 3 n 1 n

2 3 4 n 1

3 4 5 1 2

n 1 2 n 2 n 1

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

95. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

a a x a 2x a n 2 x a n 1 x

a n 1 x a a x a n 3 x a n 2 x

a n 2 x a n 1 x a a n 4 x a n 3 x

a x a 2x a 3x a n 1 x a

+ + + − + −

+ − + + − + −

+ − + − + − + −

+ + + + −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

96. 

2 n 2 n 1

n 1 n 3 n 2

n 2 n 1 n 4 n 3

2 3 n 1

1 x x x x

x 1 x x x

x x 1 x x

x x x x 1

− −

− − −

− − − −

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   

97. Không tính toán, hãy xem xét mối liên hệ giữa hai định thức vòng tròn sau đây: 

1 2 3 n 1 n

n 1 2 n 2 n 1

n 1 n 1 n 3 n 2

2 3 4 n 1

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

−

− −

− − −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   và   

1 2 3 n 1 n

2 3 4 n 1

3 4 5 1 2

n 1 2 n 2 n 1

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

98. 

1 1 1

2 3 n

2 2 2

3 4 n 1

n 1 n 1 n 1

n n 1 2n 2

1 1 1 1

1 C C C

1 C C C

1 C C C

+

− − −
+ −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  99. 

1 1 1 1

m m 1 m 2 m n

2 2 2 2

m 1 m 2 m 3 m n 1

n n n n

m n 1 m n m n 1 m 2n 1

1 1 1 1

C C C C

C C C C

C C C C

+ + +

+ + + + +

+ − + + + + −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

100. 

1 2

2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3 n 1

n n n n

1 1 0 0 0

1 C C 0 0

1 C C C 0

1 C C C C −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 101. 

1 2 n

n n n

1 2 n

n 1 n 1 n 1

1 2 n

n 2 n 2 n 2

1 2 n

2n 2n 2n

1 C C C

1 C C C

1 C C C

1 C C C

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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102. 

n n n

p n p n 1 p 2n

n n n

p n 1 p n 2 p 2n 1

n n n

p 2n p 2n 1 p 3n

C C C

C C C

C C C

+ + + +

+ + + + + +

+ + + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 103. 

1 2 n

p p p

1 2 n

p 1 p 1 p 1

1 2 n

p n p n p n

1 C C C

1 C C C

1 C C C

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

104. 

p p 1 p n

m m m

p p 1 p n

m 1 m 1 m 1

p p 1 p n

m n m n m n

C C C

C C C

C C C

+ +

+ +
+ + +

+ +
+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   105. 

2

2

2 3

3 3

2 3 4

4 4 4

2 3 4 n

n n n n

2 3 4 n

n 1 n 1 n 1 n 1

1 C 0 0 0

1 C C 0 0

1 C C C 0

1 C C C C

1 C C C C+ + + +

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

106. 

( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

n n 1

2!

n n 1 n 2

3!

n n 1 n n 1 n 2 n n 1 2n 2

2! 3! n 1 !

2 3 4 n

3 6 10

4 10 20

n

+

+ +

+ + + + −

−

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 107. 

1

1

1 2 2

2 2

1 2 3 3

3 3 3

1 2 3 n 1 n

n n n n

1 0 0 0 0 1

1 C 0 0 0 x

1 C C 0 0 x

1 C C C 0 x

1 C C C C x−

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

108. 

( ) ( )( ) ( )( )( )

2

3

4

n

1 0 0 0 0 1

1 1! 0 0 0 x

1 2 2! 0 0 x

1 3 3.2 3! 0 x

1 4 4.3 4.3.2 4! x

1 n n n 1 n n 1 n 2 n n 1 n 2 n 3 x− − − − − −

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

109. 

0

1

1 1

1 2

2 2 2

1 2 3

3 3 3 3

1 2 3 n 1

n n n n n

1 0 0 0 0 x

1 C 0 0 0 x

1 C C 0 0 x

1 C C C 0 x

1 C C C C x−

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 110. 

0 x x x

y 0 x x

y y 0 x

y y y 0

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

             

111. 

a x x x

y a x x

y y a x

y y y a

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   112. 

1

2

3

n

a x x x

y a x x

y y a x

y y y a

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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113. 

1

2

3

n

0 1 1 1 1

1 a x x x

1 y a x x

1 y y a x

1 y y y a

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 114. 

0 0 0 0

2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 1

α +β αβ

α +β αβ

α +β αβ

α +β αβ

α +β

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

115. 

a 1 a 0 0 0 0

1 a 1 a 0 0 0

0 1 a 1 a 0 0

0 0 0 0 1 a 1

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

116. 

( ) ( )

( )

0 1 2 nn!a n 1 !a n 2 !a a

n x 0 0

0 n 1 x 0

0 0 0 x

− −

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

117. 

cos 1 0 0 0

1 2cos 1 0 0

0 1 2cos 1 0

0 0 0 0 2cos

α

α

α

α

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

118. 

x 1 0 0 0 0

n 1 x 2 0 0 0

0 n 2 x 3 0 0

0 0 n 3 x 0 0

0 0 0 0 1 x

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

119. 

( ) ( ) 2

p p 1 p n 1

p n p n 1 p 2n 1

p n n 1 p n n 1 1 p n 1

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + −

+ + + + −

+ − + − + + −

− − −

− − −

− − −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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120. 

2 n 1

2 3 n

2 3 4 n 1

n 1 n n 1 2n 2

1 x a a a

a a x a a

a a a x a

a a a a x

−

+

− + −

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 121. 

0

1

2

n

a 1 1 1 1

1 a 0 0 0

1 0 a 0 0

1 0 0 0 a

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   

122. 

0

1

2

n

c b b b b

a c b b b

a 0 c b b

a 0 0 0 c

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  123. 

( )
( ) ( )

1 b b b b

1 na 2b 3b n 1 b

1 n 1 a a 3b n 1 b

1 2a a a a

− − − −

− − − −

− − − −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

124. 

( )
( )

( )

2 2 2

1 1 2 n

22 2

1 2 2 n

22 2

1 2 n n

x a a a

a x a a

a a x a

−

−

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

125. 

( )
( )

( )

( )

2

1 1 1 2 1 3 1 n

2

2 1 1 1 2 3 2 n

2

3 1 3 2 1 1 3 n

2

n 1 n 2 n 3 1 1

x a a a a a a a

a a x a a a a a

a a a a x a a a

a a a a a a x a

−

−

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

126. 

1 2

2 3

3 4

n

1 b b 0 0 0

1 1 b b 0 0

0 1 1 b b 0

0 0 0 0 1 b

−

− −

− −

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  127. 

2 3 n

1 3 n

1 2 n

1 2 3

0 a a a

b 0 a a

b b 0 a

b b b 0

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

128. 

1 2 3 4 n

1 1 2 3 n 1

1 x 1 2 n 1

1 x x x 1

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

     129. 

1 2 3 n

x 1 2 n 1

x x 1 n 2

x x x 1

−

−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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130. 

n n 1 n 2

0 1 2 n 1 n

0 1

2

0 1 2

n 1 n 2 n 3

0 1 2 n 1

n n 1 n 2

0 1 2 n 1 n

a x a x a x a x a

a x b 0 0 0

a x a x b 0 0

a x a x a x b 0

a x a x a x a x b

− −
−

− − −
−

− −
−

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 131. 

x 1 x x x

x x 2 x x

x x x 3 x

x x x x n

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

132. 

n

x 1 x x x

x x 2 x x

x x x 4 x

x x x x 2

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  133. 

1
2

1
3

1
n

x 1 x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

134. 2

n

x 1 x x x

x x a x x

x x x a x

x x x x a

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

135. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1 2 1 n

1 1 1

n 1 n 2 n n

a b a b a b

a b a b a b

− − −

− − −

+ + +

+ + +

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

136. 

1 1 1
2 3 n

1 1 1 1
2 3 4 n 1

1 1 1 1
3 4 5 n 2

1 1 1 1
n n 1 n 2 2n 1

1

+

+

+ + −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

137. 

0 1 1

1 1 2 2

2 2 3 3

n 1 n 1 n

a a a 0 0 0 0

a a a a 0 0 0

0 a a a a 0 0

0 0 0 0 a a a− −

+

+

+

+

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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CÁC BÀI TOÁN KHÁC 
LIÊN QUAN ĐẾN ĐỊNH THỨC 

1. ĐỊNH NGHĨA ĐỊNH THỨC 

Cho ma trận vuông A cấp n: 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n 2 nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Khi đó ( ) ( )
( )

( )1 2 n

1 2 n

1 2 n

, , ,

1 2 n
, , ,

det A 1 a a a
ϕ α α α

α α α
α α α

= −∑
…

…

… , với ( )1 2 n, , ,ϕ α α α…  là số nghịch 

thế của hoán vị ( )1 2 n, , ,α α α…  của n số tự nhiên đầu tiên. 

Rất nhiều bài toán liên quan đến định nghĩa định thức, đặc biệt là các bài toán về 
chứng minh tính không suy biến của một ma trận số (thường là các số nguyên) với 
các tính chất nào đó. 

Ví dụ 1. Cho ma trận A cấp n mà các phần tử của nó đều là các số nguyên, chứng 
minh rằng ma trận n6A 5E−  không suy biến. 

Giải: 

Ta thấy rằng ma trận ( )n ij n
B 6A 5E b= − =  có các đặc điểm sau: 

1) Có mọi phần tử nằm ngoài đường chéo chính đều là các số nguyên chẵn; 

2) Các phần tử trên đường chéo chính là các số nguyên lẻ. 

Do đó, theo định nghĩa định thức thì: 

( ) ( )
( )

( )1 2 n

1 2 n

1 2 n

, , ,

1 2 n
, , ,

det B 1 b b b
ϕ α α α

α α α
α α α

= −∑
…

…

…  

Với ( )1 2 n, , ,ϕ α α α…  là số nghịch thế của hoán vị ( )1 2 n, , ,α α α… . Định thức trên bao 

gồm n! phần tử, trong đó n! 1−  phần tử là các số chẵn, chỉ có duy nhất phần tử 

11 22 nnb .b b…  ứng với hoán vị ( )1,2, ,n…  là số lẻ. Do đó định thức của B là số lẻ, nghĩa 

là ( )det B 0≠ . 

 

 

2. MỐI LIÊN HỆ VỚI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH  

Một số bài toán được núp dưới “vỏ bọc” là một hệ phương trình tuyến tính (thuần 
nhất). Ta đã biết trong chương trình Toán Cao Cấp 1, với A là ma trận vuông thì hệ 
phương trình tuyến tính thuần nhất AX 0=  có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 

( )det A 0≠ , và có vô số nghiệm khi và chỉ khi ( )det A 0= . 
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Ví dụ 2. (Đề thi Olympic Toàn Quốc năm 1994) 

Cho ija  là các số nguyên (i, j 1,2, ,n)= … . Giải hệ phương trình: 

1
2 1 11 1 12 2 1n n

1
2 2 21 1 22 2 2n n

1
2 n n1 1 n 2 2 nn n

x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

= + + +
 = + + +


 = + + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Giải: 

Đưa hệ phương trình về hệ phương trình tuyến tính thuần nhất: 

( )
( )

( )

11 1 12 2 1n n

21 1 22 2 2n n

n1 1 n 2 2 nn n

2a 1 x 2a x 2a x 0

2a x 2a 1 x 2a x 0

2a x 2a x 2a 1 x 0

 − + + + =
 + − + + =


 + + + − =

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Hệ phương trình trên có ma trận hệ số không suy biến, vì có tất cả các phần tử đều 
là số nguyên chẵn, trừ các phần tử trên đường chéo chính là số nguyên lẻ, do đó hệ 
này có duy nhất một nghiệm, và là nghiệm tầm thường. 

Ví dụ 3. Cho ( )ijA a=  là ma trận cấp n thoả mãn điều kiện: 

n

ii ij
j 1
j i

a a (i 1,2, ,n)
=
≠

> =∑ …  

Chứng minh rằng A là ma trận không suy biến. 

Giải:  

Giả sử ngược lại, nghĩa là A là ma trận suy biến, ( )det A 0= . Khi đó hệ phương 

trình tuyến tính thuần nhất nhận A làm ma trận hệ số có vô số nghiệm: 

11 1 12 2 1n n

21 1 22 2 2n n

n1 1 n 2 2 nn n

a x a x a x 0

a x a x a x 0

a x a x a x 0

+ + + =
 + + + =


 + + + =

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Trong vô số nghiệm đó, ngoài nghiệm tầm thường, sẽ có nghiệm khác tầm thường, 
giả sử ( )0 0 0

0 1 2 nX x ,x , ,x= …  là một nghiệm khác tầm thường. 

Trong vectơ nghiệm 0X  ở trên, gọi { }0 0

i jx Max x , j 1,2, ,n= = … , do đó xét phương 

trình thứ i của hệ trên là: 
0 0 0 0 0

i1 1 ii 1 i ii i ii 1 i 1 in na x a x a x a x a x 0− + ++ + + + + + =⋯ ⋯  
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Giữ nguyên 0

ii ia x  ở bên trái, chuyển tất cả các phần tử còn lại sang bên phải và lấy trị 
tuyệt đối hai vế ta được: 

n n
0 0 0 0

ii i ii i ij j ij j
j 1, j i j 1, j i

n n n
0 0 0

ij j ij i ij i
j 1, j i j 1, j i j 1, j i

a . x a x a x a x

a . x a . x a . x

= ≠ = ≠

= ≠ = ≠ = ≠

= = ≤ =

 = ≤ =  
 

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

Nhưng vì { }0 0

i jx Max x , j 1,2, ,n= = …  nên 0

ix 0> , do đó từ hệ thức trên ta suy ra: 
n

ii ij
j 1, j i

a a
= ≠

≤ ∑  

Điều này mâu thuẫn với giả thiết của bài toán, suy ra điều phải chứng minh. 

Chú ý.  Trong các kỳ thi trước, bài toán này được ra nhưng với dạng ma trận A là các 
số cụ thể nào đó, có thể với các số cụ thể thì vấn đề trở nên khó nhận ra hơn là dạng 
tổng quát như ví dụ này. 

Ví dụ 4. (Đề thi Olympic Toàn Quốc năm 2006) 

Cho A là ma trận vuông cấp n sao cho mỗi dòng của nó chứa đúng 2 phần tử khác 0, 
trong đó phần tử nằm ở đường chéo chính bằng 2006, phần tử còn lại bằng 1. Chứng 
minh ma trận A là ma trận khả nghịch. 

Giải: 

Không khó để nhận ra rằng bài toán này là trường hợp riêng của Ví dụ 3 ở trên. 

Chú ý. Tuy không gặp thường xuyên, nhưng có thể nếu phải chứng minh một ma trận 
vuông là khả nghịch (hay không suy biến), bạn chỉ cần chỉ ra rằng nó có ma trận 
nghịch đảo bằng cách chỉ ra dạng trực tiếp của ma trận nghịch đảo của nó. 

Ví dụ 5. Cho A là một ma trận vuông cấp n thoả mãn kA 0,k= ∈ℕ . Chứng minh 
rằng ma trận E A−  khả nghịch, và tìm ma trận nghịch đảo của nó. 

Giải:  

Bằng cách nhân trực tiếp ta có thể kiểm tra rằng 

( )( )2 k 1 kE A E A A A E A E−− + + + + = − =⋯  

Do đó E A−  khả nghịch, và ( ) 1 2 k 1E A E A A A
− −− = + + + +⋯ .  

Ví dụ 6. Chứng minh rằng nếu A là ma trận phản đối xứng, nghĩa là: A A′ = −  thì ma 
trận E A+  không suy biến. 

Giải: 

Giả sử E A+  là ma trận suy biến, khi đó tồn tại vectơ X 0≠  sao cho 
(E A).X 0+ = , nghĩa là: AX X= − , lấy chuyển vị hai vế ta được: 

X (AX) X .A X A

X X X AX X X

′ ′ ′ ′ ′= − = − =

′ ′ ′⇒ = = −
 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN            Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2011 

Các bài toán khác về định thức 
 

25 

Suy ra X 0=  vì ta luôn có X X 0, X 0′ > ∀ ≠ . Điều này là vô lý, do đó E A+  
là ma trận không suy biến. 

Ví dụ 7: Cho A là ma trận thực cấp m n×  với m n<  (A có số dòng nhỏ hơn số cột) 
sao cho các dòng của AA′  phụ thuộc tuyến tính. Chứng minh rằng các dòng của ma 
trận A cũng phụ thuộc tuyến tính. 

Giải: Vì AA′  là ma trận cấp m m×  và AA′  có các dòng phụ thuộc tuyến tính nên hệ 
thuần nhất ( )AA X 0′ =  có vô số nghiệm, do đó tồn tại 0X 0≠  sao cho : 

( ) 0 mAA X 0′ =  

 Suy ra ( )0 0X AA X 0′ ′ = , nên ( ) ( )0 0A X A X 0′′ ′ = , do đó 0A X 0′ =  (với vectơ 

α , tích vô hướng 0 0′α ×α = ⇔ α = ) 

 Vì thế nên hệ thuần nhất A X 0′ =  có nghiệm không tầm thường 0X , nên nó sẽ 

có vô số nghiệm, từ đó suy ra ( )r A m′ < , suy ra điều phải chứng minh. 

 

3. PHÉP NHÂN ĐỊNH THỨC 

Nhiều khi để tính một định thức ta cần nhân nó với một định thức khác (hoặc nhân 
với chính nó): A . B A.B=  

Ví dụ 7. Tính định thức sau bằng cách bình phương: 

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

− −

− −

− −

 

Giải: 

Xét: 

( )

2

4 2 2 2 2

a b c d a b c d

b a d c b a d c
d

c d a b c d a b

d c b a d c b a

0 0 0

0 0 0
, a b c d

0 0 0

0 0 0

− − −

− − −
= ×
− − −

− − −

λ

λ
= = λ λ = + + +

λ

λ

 

Do đó ( )22 2 2 2d a b c d= + + +  
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Ví dụ 8. Cho a, b, c, d∈ℝ , chứng minh rằng hệ phương trình sau chỉ có nghiệm tầm 
thường: 

2

1 2 3 4

2

1 2 3 4

2

1 2 3 4

2

1 2 3 4

0(1 a )x bx cx dx

0bx (1 a )x dx cx

0cx dx (1 a )x bx

0dx cx bx (1 a )x

=+ + + +
 =− + + + −


=− − + + +
 =− + − + +

 

Giải:  

Đây chỉ là trường hợp riêng của ví dụ 6, hệ phương trình trên có ma trận hệ số là:  

2

2

2

2

1 a b c d

b 1 a d c
A

c d 1 a b

d c b 1 a

+ 
 − + − =
 − − +
 
− − + 

 

Ta có: 
2

2 2

2 2

2 2

2 2

4 2 2 2 2 2

A A . A

1 a b c d 1 a b c d

b 1 a d c b 1 a d c
.

c d 1 a b c d 1 a b

d c b 1 a d c b 1 a

0 0 0

0 0 0
, (1 a ) b c d 0.

0 0 0

0 0 0

′=

+ + − − −

− + − + −
=

− − + + −

− − + − +

λ

λ
= = λ λ = + + + + ≠

λ

λ

Suy ra A 0≠ , suy ra 

đpcm. 
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BÀI TẬP 
1. Chứng minh rằng định thức n ijD d= , trong đó ijd  là ước chung lớn nhất của các số 

i và j, bằng (1). (2) (n)ϕ ϕ ϕ… . Trong đó (k)ϕ  là số các số tự nhiên bé hơn k và nguyên 
tố cùng nhau với k. 

2. Cho A  là ma trận vuông cấp n chẵn, thoả mãn iia 0,i 1,2, ,n= = … ; ija 1,i j= ± ≠ . 

Chứng minh rằng det(A) 0≠ . 

3. (Đề thi Olympic Toàn Quốc năm 2003) 

Cho ma trận: 

1

2

3

4

1 x 1 1 1

1 1 x 1 1
A

1 1 1 x 1

1 1 1 1 x

+ 
 + =
 +
 

+ 

 

Trong đó 1 2 3 4x ,x ,x ,x  là các nghiệm của đa thức 4f (x) x x 1= − + . Tính det(A) . 

4. Cho A là ma trận cấp n thoả mãn điều kiện: 
n

ii ij
j 1
j i

a a (i 1,2, ,n)
=
≠

> =∑ …  

và ( )iia 0, i 1,2, ,n> = …   

Chứng minh rằng det(A) 0> . 

5. Tìm điều kiện cần và đủ để ma trận có các phần tử nguyên có nghịch đảo có các 
phần tử nguyên. 

6. Chứng minh rằng với A,B  là hai ma trận vuông thoả mãn AB BA=  thì 
2 2det(A B ) 0+ ≥ . 

7. Cho hai ma trận A,B  vuông cấp n thoả mãn AB BA B− = . Chứng minh rằng: 

a) k k

nk ,AB B (A kE )∀ ∈ = +ℕ . 

b) det(B) 0=  và ( )ktrace B 0=  với mọi k∈ℕ . 

c) B là ma trận lũy linh.  

8. Chứng minh rằng với A,B  là 2 ma trận vuông cấp n và det(A B) 0± ≠ . Đặt 

A B
M

B A

 
=  
 

. Chứng minh rằng det(M) 0≠ . 

9. Chứng minh rằng định thức của một ma trận thực phản đối xứng không là số âm. 

10. Tìm ma trận vuông A cấp n 2≥  sao cho: det(A M) det(A) det(M)+ = +  với mọi 
ma trận M. 
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11. Giả sử A,B  là các ma trận vuông cấp n lẻ và AB 0= . Chứng minh rằng ít nhất 1 
trong 2 ma trận A A , B B′ ′+ +  suy biến. 

12. (Đề thi Olympic Toàn Quốc năm 2000) 

a) Giả sử A,B  là các ma trận vuông cấp n, thoả mãn AB BA= , rA 0= , 
sB 0= . Chứng minh rằng ( )r s

A B 0
+

+ = . 

b) Giả sử A,B  là các ma trận vuông cấp n, thoả mãn AB BA= , rA 0= , 
sB 0= . Chứng minh rằng E A B, E A B, E A B, E A B+ + − − − + + −  là 

các ma trận khả nghịch. 

13. Cho A là một ma trận vuông cấp n thoả mãn kA 0,k= ∈ℕ . Chứng minh rằng các 
ma trận sau là không suy biến: E A± , 2 3 pE (A A A A )± + + + +⋯ , với mọi p∈ℕ . 

 

TÍNH CÁC ĐỊNH THỨC SAU ĐÂY BẰNG CÁCH PHÂN TÍCH THÀNH 
TÍCH CÁC ĐỊNH THỨC: 

14. 

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

1 x y 1 x y 1 x y

1 x y 1 x y 1 x y

1 x y 1 x y 1 x y

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

15. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

α −β α −β α −β

α −β α −β α −β

α −β α −β α −β

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

16. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 3 1 n

1 2 2 3 2 n

1 3 2 3 3 n

1 n 2 n 3 n

1 cos cos cos

cos 1 cos cos

cos cos 1 cos

cos cos cos 1

α −α α −α α −α

α −α α −α α −α

α −α α −α α −α

α −α α −α α −α

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

17. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 n

2 1 2 2 n

n 1 n 2 n

sin 2 sin sin

sin sin 2 sin

sin sin sin 2

α α + α α + α

α + α α α + α

α + α α + α α

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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18. 

n n n n n n

1 1 1 2 1 n

1 1 1 2 1 n

n n n n n n

2 1 2 2 2 n

2 1 2 2 2 n

n n n n n n

n 1 n 2 n n

n 1 n 2 n n

1 a b 1 a b 1 a b

1 a b 1 a b 1 a b

1 a b 1 a b 1 a b

1 a b 1 a b 1 a b

1 a b 1 a b 1 a b

1 a b 1 a b 1 a b

− − −
− − −

− − −
− − −

− − −
− − −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 19. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n

0 0 0 1 0 n

n n n

1 0 1 1 1 n

n n n

n 0 n 1 n n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ + +

+ + +

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

20. 
( )

( ) ( )

n 1 n 1 n 1

n 1n 1 n 1

n 1 n 1n 1

1 2 n

2 3 n 1

n n 1 2n 1

− − −

−− −

− −−

+

+ −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 21. 

0 1 2 n 1

1 2 3 n

2 3 4 n 1

n 1 n n 1 2n 2

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s

−

+

− + −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

      Với k k k

k 1 2 ns x x x= + + +⋯ . 

22. 

0 1 2 n 1

1 2 3 n

2

2 3 4 n 1

n

n n 1 n 2 2n 1

s s s s 1

s s s s x

s s s s x

s s s s x

−

+

+ + −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 Với k k k

k 1 2 ns x x x= + + +⋯ . 

23. Chứng minh rằng giá trị của định thức vòng tròn được cho bởi: 

( ) ( ) ( )

1 2 3 n

n 1 2 n 1

1 2 nn 1 n 1 n 2

2 3 4 1

a a a a

a a a a

f .f fa a a a

a a a a

−

− − = ε ε ε

⋯

⋯

…⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Với ( ) 2 n 1

1 2 3 nf x a a x a x a x −= + + + +⋯  và 1 2 n, , ,ε ε ε…  là các căn bậc n của đơn vị. 

24. Sử dụng bài 23, chứng minh rằng: 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
n 1 n 2

2

1 2 3 n

2 3 4 1

1 2 n3 4 5 2

n 1 2 n 1

a a a a

a a a a

1 f .f fa a a a

a a a a

− −

−

= − ε ε ε

⋯

⋯

…⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Với ( ) 2 n 1

1 2 3 nf x a a x a x a x −= + + + +⋯  và 1 2 n, , ,ε ε ε…  là các căn bậc n của đơn vị. 
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TÍNH CÁC ĐỊNH THỨC CẤP N SAU ĐÂY: 
 

25. 

2 n 1

n 1 n 2

n 2 n 1 n 3

2 3

1

1

1

1

−

− −

− − −

α α α

α α α

α α α

α α α

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

   26. 

1 2 n 1

n n n

1 n 2 n 1

n n n

n 1 n 3 n 2

n n n

1 2 3

n n n

1 C C C 1

1 1 C C C

C 1 1 C C

C C C 1 1

−

− −

− − −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

27. 
( )

2 n 1

n 1 n 2

2 3

1 2a 3a na

na 1 2a n 1 a

2a 3a 4a 1

−

− −−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

28. Chứng minh rằng: 

( ) ( )

1 2 n 1 2 n

n 1n 1 n 1 n 1 n 1

2 3 1 2 3 1

s a s a s a a a a

s a s a s a a a a
1 n 1

s a s a s a a a a

−− −

− − −

− − −
= − −

− − −

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

29. 

(p ) (n p )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

−

− − − −

− − − −

− − − −

��������� ���������
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

cét cét

  

30. 

(p ) (n p )

a a a a b b b b

b a a a a b b b

b b a a a a b b

a a a b b b b a

−��������� ���������
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

cét cét
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31. 

( )

( ) ( )

2 3
cos cos cos 1

n n n
n 12

1 cos cos cos
n n n

n 1 n 2
cos 1 cos cos

n n n

2 3 4
cos cos cos cos

n n n n

π π π
−

− ππ π
−

− π − ππ
−

π π π π

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

 

32. 
( )

cos cos2 cos3 cosn

cosn cos cos2 cos n 1

cos2 cos3 cos4 cos

θ θ θ θ

θ θ θ − θ

θ θ θ θ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

  

 

33. 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

sin a sin a h sin a 2h sin a n 1 h

sin a n 1 h sin a sin a h sin a n 2 h

sin a h sin a 2h sin a 3h sin a

+ + + −

+ − + + −

+ + +

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

34. 
( )

( ) ( )

2 2 2 2

22 2 2

2 22 2

2 2 2 2

1 2 3 n

n 1 2 n 1

n 1 n 1 n 2

2 3 4 1

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 35. Tính 

1 2 3 n

n 1 2 n 1

n 1 n 1 n 2

2 3 4 1

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

−

− −

−

− −

− − −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

36. Cho x∈ℝ , tính định thức: 

1 2 3 n

n 1 2 n 1

n 1 n 1 n 2

2 3 4 1

a a a a

xa a a a

xa xa a a

xa xa xa a

−

− −

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

37. Sử dụng phép nhân định thức chứng minh rằng nếu đổi chỗ hai dòng của định 
thức thì định thức đổi dấu. 
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38. Sử dụng phép nhân định thức chứng minh rằng nếu biến đổi một dòng của định 
thức bằng cách cộng vào nó tích của dòng khác sau khi đã nhân với số α∈ℝ  thì định 
thức không thay đổi giá trị. 

39. Chứng minh rằng định thức: 

3 2

3 1

2 1

1 cos cos

cos 1 cos

cos cos 1

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

 

bằng không nếu 1 2 3 0ϕ + ϕ + ϕ = . 
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TÍNH LŨY THỪA MA TRẬN 
 

1. CHÉO HÓA MA TRẬN 

Rất nhiều bài toán liên quan đến việc tính lũy thừa tổng quát của một ma trận 
vuông, cụ thể là tính ma trận kA , k∈ℕ , với A là ma trận vuông nào đó. Để giải quyết 
bài toán này, trước hết ta cần một số khái niệm cơ bản sau đây: 

Định nghĩa. Ma trận vuông A cấp n được gọi là ma trận chéo nếu nó có dạng: 

1

2

n

0 0

0 0
A

0 0

λ 
 λ =
 
 

λ 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Trong đó các số iλ  có thể trùng nhau. 

Với ma trận chéo, ta có thể tính lũy thừa một cách dễ dàng: 
k

1

k

2k

k

n

0 0

0 0
A , k

0 0

λ 
 λ = ∈
 
 

λ 

⋯

⋯
ℕ

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Định nghĩa. Cho ma trận vuông A, nếu tồn tại ma trận khả nghịch P sao cho 1P AP−  
là ma trận chéo thì ta nói A chéo hóa được và ma trận P làm chéo hóa ma trận A. 

Vấn đề đặt ra là: Ma trận có điều kiện gì thì chéo hóa được, và nếu chéo hóa được 
thì ma trận P như trên được xác định như thế nào? Câu trả lời có trong định lý sau 
đây: 

Định lý. Giả sử A là ma trận vuông cấp n. Điều kiện cần và đủ để A chéo hoá được là 
nó có n vectơ riêng độc lập tuyến tính. 

Xem chứng minh định lý này trong sách Toán cao cấp (Tập 1. Đại số tuyến tính, 
Nguyễn Đình Trí), trang 327. 

Từ cách chứng minh định lý này, ta có quy trình chéo hoá một ma trận như sau: 

Bước 1. Tìm các vectơ riêng 1 2 nX ,X , ,X…  độc lập tuyến tính của ma trận A;  

Bước 2. Lập ma trận P với các cột là các vectơ riêng 1 2 nX ,X , ,X…  ở trên; 

Bước 3. Ma trận 1P AP−  sẽ là ma trận chéo với 1 2 n, , ,λ λ λ…  là các phần tử trên đường 
chéo chính, trong đó iλ  là giá trị riêng ứng với vectơ riêng iX ,i 1,2, ,n= … .  

Chú ý. Người ta đã chứng minh được rằng nếu ma trận A có n giá trị riêng đôi một 
khác nhau thì nó cũng sẽ có n vectơ riêng độc lập tuyến tính. Do đó nếu ma trận A có 
n giá trị riêng đôi một khác nhau thì luôn chéo hóa được. 
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Ví dụ 1. Hãy chéo hoá ma trận 
1 2

A
1 4

 
=  − 

. 

Giải: 

Trước hết, ta tìm các giá trị riêng của ma trận A 

2 1 2

1 2
E A 0 0 2; 3

1 4

λ − −
λ − = ⇔ = ⇔ λ = λ =

λ −
 

Sau đó ta tìm các vectơ riêng ứng với từng giá trị riêng: 

Ứng với giá trị riêng 1 2λ = , vectơ riêng tương ứng là nghiệm của hệ phương trình: 

1 2 x 0
x 2y

1 2 y 0

−    
= ⇔ =    −    

 

Ta chọn vectơ riêng là: 1X (2,1)=  

Ứng với giá trị riêng 1 3λ = , vectơ riêng tương ứng là nghiệm của hệ phương trình: 

2 2 x 0
x y

1 1 y 0

−    
= ⇔ =    −    

 

Ta chọn vectơ riêng là: 2X (1,1)=  

Ma trận P có dạng: 
2 1

P
1 1

 
=  
 

 

Ta thấy rằng 1
1 1

P
1 2

−
− 

=  − 
, và: 

1
1 1 1 2 2 1 2 0

P AP
1 2 1 4 1 1 0 3

−
−     

= =     − −     
 

Nhận xét. Sau khi thực hiện thành thạo việc chéo hóa một ma trận cụ thể thì việc tính 
lũy thừa một ma trận (ma trận cần tính này là chéo hóa được) trở nên dễ dàng. Thật 
vậy nếu có:  

1

21

n

1 k k k k 1

0 0

0 0
P AP B

0 0

P A P B A PB P , k

−

− −

λ 
 λ = =
 
 

λ 
⇒ = ⇒ = ∀ ∈

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

ℕ
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Ví dụ 2. (Đề thi OLP Vòng 1 năm 2006 – Trường ĐHKTQD). 

Cho ma trận: 

1 3 3

A 3 5 3

6 6 4

− 
 = − 
 − 

 

Hãy tính nA . 

Giải: 

Trước hết ta đi tìm các giá trị riêng của A bằng cách giải phương trình: 

3 1,2 3E A 0 2; 4λ − = ⇔ λ = − λ =  

Ứng với giá trị riêng bội 2: 1,2 2λ = −  ta tìm được các vectơ riêng tương ứng là:  

1 2X (1,1,0);X ( 1,0,1)= = − . 

Ứng với giá trị riêng 3 4λ =  ta tìm được vectơ riêng tương ứng là: 3X (1,1,2)= . 

Với 

1 1 1

P 1 0 1

0 1 2

− 
 =  
 
 

 thì ta có 

31 1
2 2 2

1

1 1 1
2 2 2

P 1 1 0−

− − 
 = − 
 − 

, và 

1

2 0 0

P AP 0 2 0 B

0 0 4

−

− 
 = − = 
 
 

 

Từ đây ta suy ra: 
n n n 1 n n n 1 n n 1 n 11 1 1

2 2 2

n n n 1 n 1 n n n 1 n n 1 n 11 1 1
2 2 2

n n n n n n n

4 ( 1) 2 4 ( 1) 2 4 ( 1) 2

A 4 ( 1) 2 4 3( 1) 2 4 ( 1) 2

4 ( 1) 2 4 ( 1) 2 4

− − + −

+ − − + −

+ − − + − + − 
 = + − − + − + − 
 − − − + − 

 

Chú ý. Trong khi trình bày bài thi, việc tìm giá trị riêng và vectơ riêng có thể làm ở 
bên ngoài, cái chính là bạn phải đưa ra được chính xác ma trận P làm chéo hóa A.   
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2. CHÉO HÓA MA TRẬN VỚI SỐ PHỨC 

Trong nhiều trường hợp đa thức đặc trưng của ma trận A cần chéo hóa không có 
nghiệm thực thì xử lý thế nào? Ví dụ dưới đây ta sẽ thực hiện việc chéo hóa một ma 
trận với đa thức đặc trưng có nghiệm phức. Trong trường hợp này việc chéo hóa vẫn 
cứ tiến hành một cách bình thường. 

Ví dụ 3. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 2002) 

Cho ma trận: 
3 5

2 2

31
2 2

1
A

1

 + −
=  

− 
 

Tính 2002A . 
Giải: 
Giá trị riêng của A là nghiệm của phương trình: 

3 3i i
2 2 2 22 1 2E A 0 ,λ − = ⇔ λ = + λ = −  

Ứng với giá trị riêng: 3 i
2 21λ = +  ta tìm được vectơ riêng tương ứng là: 1X (2 i,1)= + .  

Ứng với giá trị riêng: 3 i
2 22λ = −  ta tìm được vectơ riêng tương ứng là: 2X (2 i,1)= − . 

Với 
2 i 2 i

P
1 1

+ − 
=  
 

 thì ta có 1
1 2 i1

P
1 2 i2i

−
− + 

=  − + 
, và 

3 i
2 21

3 i
2 2

0
P AP B

0
−  +

= = 
− 

 

Lấy mũ 2002 hai vế đẳng thức trên, chú ý rằng qua dạng lượng giác của số phức thì: 

( ) ( )2002 2002
3 3 3 3i 1 i 1

2 2 2 2 2 2 2 2i, i+ = − − = +  

Từ đây ta suy ra: 
51

2 22002 2002 1

3 1
2 2

3 3
A PB P

3

−
 −

= =   − + 
 

Chú ý. Để thực hiện tốt chéo hóa ma trận với số phức thì nhất thiết phải thành thạo 
việc tính toán với số phức, đặc biệt là tính lũy thừa số phức dưới dạng lượng giác. 
Các bài toán xuất hiện không chỉ đơn thuần ở việc tính lũy thừa một ma trận như ở 
trên, mà có thể xuất hiện ở nhiều dạng khác nhau. 
Ví dụ 4. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 2005) 
Cho ma trận: 

2 1 0

M 0 1 0

0 0 2

 
 =  
 
 

 

Đặt { }n

ij i , j 1,2,3
M b (n) (n ,n 2)

=
= ∈ ≥ℕ . Tính 

3 3

n ij
i 1 j 1

S b (n)
= =

=∑∑ . 

Giải:  
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Ta giải quyết bài toán này thông qua phép tính nM  như sau: 

Trước hết ta tìm các giá trị riêng của M: 

3 1 2,3

2 1 0

E M 0 0 1 0 0 1; 2

0 0 2

λ − −

λ − = ⇔ λ − = ⇔ λ = λ =

λ −

 

Ứng với giá trị riêng 1 1λ =  ta tìm được vectơ riêng là: 1X ( 1,1,0)= − .  
Ứng với giá trị riêng 2,3 2λ =  (bội 2) ta tìm được vectơ riêng là: 2X (1,0,0)=  và 

3X (0,0,1)= ; 

Ma trận P có dạng 

1 1 0

P 1 0 0

0 0 1

− 
 =  
 
 

, suy ra 1

0 1 0

P 1 1 0

0 0 1

−

 
 =  
 
 

, và  1

1 0 0

P MP 0 2 0

0 0 2

−

 
 =  
 
 

 

Ta có: 

n n

n 1

n

2 2 1 0

M PBP 0 1 0

0 0 2

−

− 
 = =  
 
 

, do đó n

nS 3.2= . 

Còn một mảng khá quan trọng liên quan đến tính lũy thừa ma trận là đa thức ma 
trận và định thức của đa thức ma trận. 

 

3. ĐA THỨC MA TRẬN  
Với A là một ma trận vuông và f (x)  là một đa thức bậc n, 

n n 1

n n 1 1 0 nf (x) a x a x a x a , a 0−
−= + + + + ≠⋯  

thì n n 1

n n 1 1 0f (A) a A a A a A a E−
−= + + + +⋯ . 

Khi đó nếu A là ma trận chéo hóa được thì f(A) được tính bởi công thức: 
n n 1 1

n n 1 1 0f (A) P(a B a B a B a E)P− −
−= + + + +⋯  

với 1A PBP−= , B là ma trận chéo. 

Ta chứng minh được kết quả sau: 

Định lý. Ma trận A có đa thức đặc trưng là P(x) thì P(A) 0= . 

Do đó để tính đa thức ma trận f(A) (hay định thức liên quan đến đa thức ma trận) 
ta có thể xử lý trên đa thức dư của phép chia đa thức f(x) cho đa thức đặc trưng của 
ma trận đang xét (tuy đây là điều không thật sự cần thiết trong nhiều trường hợp). 

Ví dụ 5. (Đề thi OLP Vòng 2 năm 2008 – Trường ĐHKTQD) 

Cho 
2 4

A
3 3

− 
=  − 

  và 2 2007f (x) x 4x 6, g(x) x x 6= − − = − +  

1) Tính g(A) ; 

2) Tính [ ]2008
f (A) . 

Giải: 
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1) Sử dụng phương pháp chéo hóa ma trận ta được 2008g(A) 6= ; 

Tuy nghiên ta có một chú ý nhỏ là trong cách giải này, khi biểu diễn g(A) thành 
tích 1PBP−  với B là ma trận dạng chéo thì ta không nên nhân P và 1P−  vào, điều đó là 
vô nghĩa vì ở đây ta chỉ cần tính định thức, định thức của P và 1P−  sẽ triệt tiêu cho 
nhau; 

2)   Ta có [ ] ( )
20082008 2008f (A) P A A A= + =   , P(x) là đa thức đặc trưng của A. 

Dùng chéo hoá, xét 1
4 1 1 11

Q ,Q
3 1 3 47

−−   
= =   −   

 ta được: 1
1 0

Q AQ
0 6

− − 
=  
 

, vậy 

2008 2008

2008 1

2008 2008 2008

1 0 4 3.6 4 4.61
A Q Q

0 6 7 3 3.6 3 4.6
− + −  

= =    − +   
 

 

4. CHÉO HÓA TRỰC GIAO 

Trên đây ta xét các vấn đề liên quan đến việc chéo hóa một ma trận thực bất kỳ, 
nhưng trong trường hợp ma trận có dạng đối xứng thì có nhiều kết quả thú vị cần bổ 
sung. 

Định nghĩa. Ma trận P được gọi là ma trận trực giao nếu nó khả nghịch và 1P P−′ = . 

Định nghĩa. Cho ma trận vuông A. Nếu tồn tại ma trận trực giao P sao cho 1P AP−  là 
ma trận chéo thì ta nói A là chéo hóa trực giao được và P là ma trận làm chéo hóa 
trực giao ma trận A. 

Ta có kết quả rất thú vị sau (Theo Toán cao cấp, Tập 1. Đại số tuyến tính, Nguyễn 
Đình Trí, trang 334) 

Định lý. Xét ma trận vuông A cấp n. Điều kiện cần và đủ để ma trận A chéo hóa trực 
giao được là A đối xứng. 

Người ta cũng chứng minh được rằng, nếu ma trận A là ma trận đối xứng thực thì 
tất cả các giá trị riêng của nó đều là số thực, do đó ta có nhận xét sau: 

Nhận xét.  Với A là ma trận đối xứng thực, khi đó tồn tại ma trận (trực giao) P sao 
cho 1P AP−  có dạng chéo, với các phần tử trên đường chéo chính là các giá trị riêng 
của ma trận A. 

 

5. KHI KHÔNG THỂ CHÉO HÓA ĐƯỢC 

Phương pháp nào cũng có hai mặt của nó, ta không thể phủ nhận tính hiệu quả của 
việc chéo hóa ma trận, nhưng công cụ chéo hóa ma trận không phải là duy nhất, dùng 
phương pháp chéo hóa ma trận ta có thể gặp những rắc rối sau: Thứ nhất là việc tính 
toán khá phức tạp, thứ hai là có những trường hợp mà ta không thể tìm ra được n 
vectơ độc lập tuyến tính được. Trường hợp thứ nhất còn có thể khắc phục được bằng 
cách thực hiện cẩn thận nhưng khi trường hợp thứ hai xảy ra ta phải dùng cách khác 
để xử lý, có thể dự đoán kết quả rồi chứng minh kết quả đó bằng quy nạp, hoặc có thể 
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dùng cách phân tích một ma trận thành tổng của những ma trận đơn giản khác, sau 
đây ta xét cơ sở toán học và các ví dụ điển hình. 

Trong toán học phổ thông ta đã biết công thức: ( )
n

n k k n k

n
k 0

a b C a b −

=

+ = ∑ , liệu công 

thức này còn đúng đối với các ma trận vuông cùng cấp hay không? 

Định lý.  Cho A, B là hai ma trận vuông cùng cấp thỏa mãn AB BA= , khi đó ta có: 

� ( )( )2 2A B A B A B− = − +  

� ( )2 2 2A B A 2AB B+ = + +  

� ( )( )n n n 1 n 2 n 2 1A B A B A A B AB B− − − −− = − + + + +⋯  

� ( )
n

n k k n k

n
k 0

A B C A B −

=

+ = ∑  

Chú ý thêm rằng E là ma trận giao hoán với mọi ma trận vì AE EA A= = , do đó 
từ định lý trên ta cũng suy ra: 

� ( )( )n n 2 n 1E A E A E A A A− −− = − + + + +⋯  

� ( )
n

n k k

n
k 0

E A C A
=

+ = ∑  

Với chú ý này, rất nhiều trường hợp khi cần tính lũy thừa tổng quát một ma trận, 
người ta phân tích ma trận dưới dạng A E B= + , với B là một ma trận nào đó mà tồn 
tại k đủ bé (k = 2, 3,…) sao cho kB  có dạng rất đơn giản. 

Ví dụ 6. Tính 100A  với 

1 2 1

A 1 1 0

2 0 1

− 
 = − 
 − 

 

Giải:  
Ta có A E B= + , với E là ma trận đơn vị còn B là: 

0 2 1

B 1 0 0

2 0 0

− 
 = − 
 − 

 

Ta dễ kiểm tra 2 3

0 0 0

B 0 2 1 ,B 0

0 4 2

 
 = − = 
 − 

. Do đó kB 0, k 3= ≥  

Vậy:  

( )100100 2100.99
2

1 200 100

A E B E 100B B 100 9901 4950

200 19800 9899

− 
 = + = + + = − − 
 − − 
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Ví dụ 7. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 2006) 

Cho ma trận 

2006 1 2006

A 2005 2 2006

2005 1 2005

− 
 = − 
 − 

. Xác định các phần tử nằm trên đường chéo 

chính của ma trận: 
2 2006S E A A A= + + + +⋯  

Giải: 

Ta có A E B= + , trong đó 

2005 1 2006

B 2005 1 2006

2005 1 2006

− 
 = − 
 − 

, ta kiểm tra không khó khăn là 

2B 0= , và do đó với mọi số tự nhiên k thì kA E kB= + . Từ đó suy ra 

S 2007E 1003.2007.B= +  

Vậy các phần tử trên đường chéo chính của S là: 

( )
( )

11 22

33

s 2007 1 1003.2005 , s 1004.2007

s 2007 1 1003.2006

= + =

= −
 

Như đã nói ở trên, ta cũng có thể tính lũy thừa tổng quát của một ma trận bằng 
phương pháp dự đoán và quy nạp, nhưng trường hợp này ít xảy ra vì dự đoán một 
công thức tổng quát không phải lúc nào cũng làm được. 

Ví dụ 8. Tính 

100
2 1 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

 

Giải: 

Bằng quy nạp ta chứng minh được: 
n 1

n i
n

i 0

n

2 2 0
2 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2

−

=

 
  
   =   

      
 

∑

 

Từ đó suy ra: 
100 100 100

100

2 1 0 2 2 1 0

0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2

−  
   =   
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BÀI TẬP 
Bài tập 1. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 1995) 

Cho ma trận 
2 1

M
1 2

 
=  
 

. Tính nM , với n∈ℕ . 

Bài tập 2.  

1)   Tính 
n

cos sin

sin cos

ϕ − ϕ 
 ϕ ϕ 

. 

2)   Áp dụng câu 1 ở trên, hãy tìm ( )n

x 0 n

1
lim lim A E

x→ →∞

 −  
, với 

x
n

x
n

1
A

1

 
=  − 

. 

Bài tập 3.  Giả sử ( )( )
n

n

ij

2 1
A a n

1 0

 
= = 
 

. Chứng minh rằng tồn tại giới hạn của hệ 

thức 12

22

a (n)

a (n)
 và tính giới hạn này khi n → ∞ . 

Bài tập 4. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 1996) 

Giả sử:  

n

11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 0 0 a (n) a (n) a (n)

0 3 0 a (n) a (n) a (n)

0 1 2 a (n) a (n) a (n)

   
   =   
   
   

. Tìm 22

n
32

a (n)
lim

a (n)→∞
. 

Bài tập 5. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 1998) 

Cho: 

1 2 1 1

A 0 1 3 1

0 0 1 6

 
 =  
 
 

. Đặt:  

11 12 13

n

21 22 23

31 32 33

a (n) a (n) a (n)

A a (n) a (n) a (n)

a (n) a (n) a (n)

 
 =  
 
 

 

Tìm ijn
lima (n)
→∞

 với i, j 1,2,3= . 

Bài tập 6. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 1999) 

1)  Cho ma trận:  

x
1999

1998A
x

0
2000

 
 

=  
  
 

 

Ký hiệu:  11 12n

21 22

a (n,x) a (n,x)
A

a (n,x) a (n,x)

 
=  
 

.  
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Tìm  ijn x 1
limlima (n,x)
→∞ →

, i, j 1,2= . 

2)  Cho 1999 2f (x) x x 1= + −  và cho ma trận 

4 3 0 0

2 3 0 0
C

4 9 1 0

1 2 5 2

 
 
 =
 −
 
 

 

 Tính det f (C) . 

Bài tập 7. Cho hai ma trận 

1 2
A

8 4

 
=  
 

,    

1 3 3

B 3 5 3

6 6 4

− 
 = − 
 − 

 

Chứng minh rằng 2009 2009det(E A ) 0, det(E B ) 0− ≠ − ≠ . 

Bài tập 8. Chứng minh rằng nếu ma trận A vuông cấp n thỏa mãn 2A A=  thì ma trận 
A chéo hóa được, nghĩa là tồn tại ma trận C sao cho: 1C AC−  có dạng chéo. 

Chứng minh 

Dễ dàng thấy rằng A chỉ có các giá trị riêng là 0 hoặc 1 vì nếu λ  là giá trị riêng của A 
thì : 

( ) ( ) 2AX X X A AX A X X= λ ⇒ λ = = λ = λ  (X là vectơ riêng) 

Từ đó suy ra λ  chỉ nhận 2 giá trị là 0 hoặc 1. 

Gọi V là không gian con sinh bởi tất cả các vectơ riêng của A, khi đó hiển nhiên rằng 
nV ⊂ ℝ , ta chứng minh chiều ngược lại, nghĩa là: n V⊂ℝ , thật vậy: 

Xét nX∈ℝ , ta có: 

X X AX AX= − +    (1) 

Nhưng ( ) ( )2A X AX AX A X AX AX 0 0 X AX− = − = − = = − , do đó X AX V− ∈ , ta 

cũng có ( )A AX 1.AX=  do đó AX V∈ . 

Vậy từ (1) suy ra X V∈ , nghĩa là nV =ℝ , hay A có n vectơ riêng độc lập tuyến tính, 
nghĩa là A chéo hóa được. 

Bài tập 9. Chứng minh rằng nếu ma trận A vuông cấp n thỏa mãn 2A 2009E=  thì ma 
trận A chéo hóa được, nghĩa là tồn tại ma trận C sao cho: 1C AC−  có dạng chéo. 

Chứng minh 

Dễ dàng thấy rằng A chỉ có các giá trị riêng là 2009±  vì nếu λ  là giá trị riêng của 
A thì : 

( ) 2AX X 2009X A X X= λ ⇒ = λ = λ  (X là vectơ riêng) 
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Từ đó suy ra λ  chỉ nhận 2 giá trị là 2009± . 

Gọi V là không gian con sinh bởi tất cả các vectơ riêng của A, khi đó hiển nhiên rằng 
nV ⊂ ℝ , ta chứng minh chiều ngược lại, nghĩa là: n V⊂ℝ , thật vậy: 

Xét nX∈ℝ , ta có: 

1 1 1 1
X X AX X AX

2 22009 2009

   
= + + −   

   
 (2) 

Nhưng  

( )

1 1 1 1
A X AX A X AX

2 22009 2009

1 2009 1
AX 2009X AX X

2 2 2009

1 1
2009 X AX

2 2009

    
+ = +    

    

 
= + = + 

 

  
= +  

  

 

do đó 
1 1

X AX V
2 2009

 
+ ∈ 

 
, tương tự ta cũng có 

1 1
X AX V

2 2009

 
− ∈ 

 
. 

Vậy từ (2) suy ra X V∈ , nghĩa là nV = ℝ , hay A có n vectơ riêng độc lập tuyến tính, 
nghĩa là A chéo hóa được. 
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HẠNG CỦA MA TRẬN 
 

1. CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP TRÊN MA TRẬN 

Như đã biết trong chương trình, trên ma trận ta có các phép biến đổi sơ cấp trên 
các dòng (hoặc các cột) như sau: 

P1. Đổi chỗ hai dòng (cột) của ma trận và giữ nguyên các dòng (cột) khác; 

P2. Nhân một dòng (cột) của ma trận với một số khác không; 

P3. Biến đổi một dòng (cột) của ma trận bằng cách cộng vào dòng (cột) đó tích 
của dòng (cột) khác trong ma trận với một số bất kỳ. 

Ta cũng đã biết rằng phép biến đổi sơ cấp trên các dòng (cột) của ma trận không 
làm thay đổi hạng của ma trận đó. Bây giờ ta sẽ nghiên cứu sâu thêm về các phép 
biến đổi sơ cấp. 

Định nghĩa: Các ma trận ( ) ( ) ( )U i, j , U i, , U i, j,α λ  (với 0α ≠ ) tương ứng là các ma 

trận có được từ ma trận đơn vị cùng cấp E bằng cách: Đổi chỗ dòng thứ i và dòng thứ 
j của E, nhân dòng thứ i của E với α , và cộng vào dòng thứ i tích của dòng thứ j với 
λ .  

Tương tự, các ma trận ( ) ( ) ( )V i, j , V i, , V i, j,α λ  (với 0α ≠ ) tương ứng là các ma 

trận có được từ ma trận đơn vị cùng cấp E bằng cách: Đổi chỗ cột thứ i và cột thứ j 
của E, nhân cột thứ i của E với α , và cộng vào cột thứ i tích của cột thứ j với λ .  

 

Chú ý: Với A là ma trận cấp m n×  thì các phép biến đổi sơ cấp trên dòng của A có 
thể biểu diễn bởi phép nhân về bên trái A các ma trận ( ) ( ) ( )U i, j , U i, , U i, j,α λ . Cụ 

thể là: 

P1. ( )U i, j .A  là ma trận có được từ A bằng cách đổi chỗ hai dòng i và j; 

P2. ( )U i, .Aα  là ma trận có được từ A bằng cách nhân dòng i với α ; 

P3. ( )U i, j, .Aλ  là ma trận có được từ A bằng cách cộng vào dòng i, tích của 

dòng j với λ . 

Tương tự, ta cũng có điều tương ứng với các phép biến đổi sơ cấp trên cột nhưng 
khác là phép nhân là về bên phải ma trận A, nghĩa là: 

P1. ( )A.V i, j  là ma trận có được từ A bằng cách đổi chỗ hai cột i và j; 

P2. ( )A.V i,α  là ma trận có được từ A bằng cách nhân cột i với λ ; 

P3. ( )A.V i, j,λ  là ma trận có được từ A bằng cách cộng vào cột i, tích của cột j 

với λ . 
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Nhận xét. Từ các điều nêu trên, ta suy ra việc thực hiện phép biến đổi sơ cấp trên 
dòng hay trên cột của một ma trận tương ứng với việc nhân về bên trái hay bên phải 
ma trận đó với ma trận không suy biến (chính xác hơn là một dãy các ma trận không 
suy biến nên tích đó cũng là ma trận không suy biến). 

Phép phân tích ma trận: 
Với A là ma trận cấp m n× , có hạng là r thì bằng các phép biến đổi sơ cấp (trên 

các dòng và trên các cột) ta có thể đưa A về ma trận có dạng: 

r

m n

E 0

0 0
×

 
  
 

 

Trong đó rE  là ma trận đơn vị cấp r, ký hiệu 0 là các ma trận không. 

Vì lý do như vậy, nên với A là ma trận cấp m n× , có hạng là r thì ta luôn có thể 
viết dưới dạng A PRQ= , trong đó P, Q là các ma trận vuông không suy biến cấp m, 
n còn R là ma trận cấp m n×  có dạng: 

r

m n

E 0

0 0
×

 
  
 

 

 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng mọi ma trận hạng r đều có thể phân tích được thành tổng 
của r ma trận hạng 1.  

Giải: 

Gọi A là ma trận cấp m n× , có hạng là r. Khi đó tồn tại các ma trận vuông không suy 
biến cấp m, n là P, Q sao cho A PRQ= , với R là ma trận cấp m n×  có dạng 

rE 0

0 0

 
  
 

 

Ta phân tích R thành 1 2 rR R R R= + + +⋯ , trong đó iR  là ma trận có tất cả các phần 

tử đều bằng 0, trừ phần tử ở dòng i, cột i là bằng 1. Ta lại có ( ) ( )i ir PR Q r R 1= = , và 

1 2 r 1 2 rA P(R R R )Q PR Q PR Q PR Q= + + + = + + +⋯ ⋯  là cách phân tích A thành 
tổng của r ma trận có hạng 1. 

Ví dụ 2. 

Cho A là một ma trận vuông cấp n, có hạng là r thoả mãn 2A A= . Chứng minh rằng 
Vết(A) = r. 

Giải: 

Vì ma trận A có hạng r nên tồn tại các ma trận P, Q, R sao cho A P.R.Q= , trong đó 

P, Q là các ma trận vuông không suy biến, còn 
rE 0

R
0 0

 
=   
 

, ta cũng dễ thấy rằng 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN            Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2011 

Hạng của ma trận 
 

46 

2R R= . Vì 2A A=  nên PRQ PRQ.PRQ R R.QP.R= ⇒ =  (Do P, Q khả nghịch). 
Ta lại có 

Vết(A) = Vết(PRQ) = Vết(PR.RQ) = Vết(RQ.PR) = Vết(R) = r 

 

 

2. CÁC BẤT ĐẲNG THỨC THƯỜNG GẶP 

Định lý 1. Với A, B là hai ma trận cùng cấp m n×  bất kỳ ta có:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r A r B r A B r A r B− ≤ + ≤ +  

Định lý 2. Với A, B là hai ma trận bất kỳ sao cho tích AB  có nghĩa, ta có: 

( ) ( ) ( ){ }r AB min r A ,r B≤  

Hệ quả. Hạng của ma trận sẽ không đổi nếu ta nhân về bên trái hay bên phải nó với 
một ma trận không suy biến.  

Chứng minh. Thật vậy, giả sử B không suy biến, khi đó: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1r A r AB.B r AB r A r AB r A−= ≤ ≤ ⇒ =  

Kỹ thuật chứng minh nhỏ này tuy đơn giản nhưng được áp dụng trong khá nhiều 
trường hợp. 

Định lý 3. Với m n n pA ,B× ×  là hai ma trận bất kỳ, khi đó ta có: 

r(A) r(B) n r(AB)+ ≤ +  

Chứng minh 

Giả sử ( ) ( )r A r, r B s= = , khi đó tồn tại 1 1 2 2P , Q , P , Q  là các ma trận không suy biến 

sao cho 1 1 1 2 2 2A P R Q , A P R Q= = , với 
r s

1 2

m n n p

E 0 E 0
R , R

0 0 0 0
× ×

   
= =      
   

. Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2

AB P R Q P R Q

r AB r P R Q P R Q r R Q P R r R CR

=

⇒ = = =
 

Với 1 2C Q P=  là ma trận cấp n không suy biến, nên ( )r C n= . Ta dễ thấy rằng ma trận 

1 2R CR  có được từ ma trận C bằng cách thay các phần tử ở n r−  dòng cuối, n s−  cột 
cuối bằng 0. Ta cũng thấy rằng nếu bỏ đi một dòng hay một cột của ma trận thì hạng 
của nó giảm đi không quá 1. Vì vậy hạng của ma trận 1 2R CR  không nhỏ hơn 

( ) ( )n n r n s r s n− − − − = + − , do đó ( )r AB r s n≥ + − . Đó là điều phải chứng minh. 

Ví dụ 3. Nếu A là ma trận vuông cấp n và 2A E=  thì ( ) ( )r E A r E A n+ + − = . 

Giải: 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )n r 2E r E A E A r E A r E A= = + + − ≤ + + − , nhưng ta cũng có: 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN            Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2011 

Hạng của ma trận 
 

47 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 20 r E A r E A E A r E A r E A n= − = − + ≥ − + + −  

Do đó ( ) ( ) ( ) ( )r E A r E A n r E A r E A n+ + − ≤ ⇒ + + − = . 

 

 

3. LIÊN HỆ VỚI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH THUẦN NHẤT 

Rất nhiều bài toán về hạng của ma trận có thể xử lý bằng hệ phương trình tuyến 
tính một cách có hiệu quả, sau đây là cơ sở của việc áp dụng này và một số ví dụ 
minh hoạ. 

Định lý 4. Số chiều của không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần 
nhất A.X 0=  bằng ( )n r A− , trong đó n là số ẩn của hệ phương trình (bằng số cột 

của A), và ( )r A  là hạng của ma trận A. 

Hệ quả. Nếu A, B là các ma trận cùng cấp và các hệ phương trình tuyến tính 
A.X 0, B.X 0= =  là tương đương thì ( ) ( )r A r B= . 

Ví dụ 4. Nếu A là ma trận vuông cấp n và 2A E=  thì ( ) ( )r E A r E A n+ + − = . 

Giải:  

Từ giả thiết ta có ( )( )E A E A 0− + = , do đó ta dễ thấy rằng các cột của ma trận 

E A+  đều là nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất ( )E A .X 0− = , vì 

vậy: 

( ) ( )r E A dimV n r E A+ ≤ = − − , V là không gian nghiệm. 

Vì vậy ta có:  

( ) ( )r E A r E A n+ + − ≤  

nhưng ta luôn có 

( ) ( ) ( ) ( )n r 2E r E A E A r E A r E A= = + + − ≤ + + −  

Từ hai bất đẳng thức này suy ra ( ) ( )r E A r E A n+ + − = . 
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BÀI TẬP 
1. Cho A là một ma trận vuông cấp n có hạng r. Tìm ( )*r A . 

2. Cho A là ma trận vuông cấp n, ii ija 0;i 1,2, ,n;a 1;p,i j= = = ≠… . Chứng minh rằng 

( )r A n 1≥ − . 

3. Cho P, Q là hai ma trận vuông cấp n thoả mãn: 2 2P P; Q Q= = , và E (P Q)− +  khả 
nghịch. Chứng minh rằng: r(P) r(Q)= . 

4.  

a) Giả sử A là ma trận vuông thoả mãn kA 0,k= ∈ℕ . Chứng minh rằng ma trận 
2 pE A A A+ + + +⋯  khả nghịch với p∀ ∈ℕ . 

b) Giả sử A là ma trận vuông thoả mãn kA 0,k= ∈ℕ . Chứng minh rằng với mọi 

số nguyên n ta luôn có: 2 nr(A) r(A A A )= + + +⋯ . 

5. Chứng minh rằng với mọi ma trận thực vuông cấp n, đều tồn tại M∈ℕ  sao cho: 
k k 1r(A ) r(A ); k M+= ∀ ≥ . 

6.   

a) Chứng minh rằng với A, B là các ma trận vuông cấp n thoả mãn AB BA=  và 
s rA B 0= = , r, s∈ℕ   thì ( )r s

A B 0
+

+ = . 

b) Giả sử A, B là các ma trận vuông cấp n, thoả mãn AB BA= , rA 0= , 
sB 0, r, s= ∈ℕ . Chứng minh rằng r(E A B) r(E A B) n+ + = − − = . 

7. Giả sử n p p q q rA ,B ,C× × ×  sao cho r(B) r(AB)= . Chứng minh rằng r(BC) r(ABC)= .  

8. Giả sử P,Q,R  là các ma trận vuông cấp n. Chứng minh rằng: 

r(PQ) r(QR) r(Q) r(PQR)+ ≤ +  

9. Chứng minh rằng hạng của ma trận đối xứng hoặc phản đối xứng bằng cấp cao 
nhất của các định thức con chính khác không của nó. 
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VẾT CỦA MA TRẬN 
Định nghĩa. Cho A là ma trận vuông cấp n có dạng 

11 12 1n

21 22 2n

n1 n 2 nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Thì  Vết(A) 11 22 nna a a= + + +⋯  được gọi là vết của ma trận A. 

Ví dụ 1. Với ma trận 

3 2 4

A 4 6 2

1 2 4

− 
 = − 
 
 

 thì  

Vết(A) = 3 - 6 + 4 = 1, còn Vết( nE ) = n. 

Từ định nghĩa trên ta suy ra các tính chất cơ bản của vết như sau: 

Định lý 1.  Tính chất tuyến tính của vết ma trận 

Với A, B là các ma trận vuông cấp n và λ  là một số thực thì: 

� Vết(A + B) = Vết(A) + Vết(B); 

� Vết( .Aλ ) = λ .Vết(A).  

Định lý 2. Với A, B là các ma trận vuông cấp n thì:  

Vết(A.B) = Vết(B.A). 

Chú ý. Kết quả của định lý 2 còn đúng đối với các ma trận dạng m n n mA ,B× × , nghĩa là 
khi đó cả A.B và B.A đều tồn tại. 

Nhận xét. Vết của một ma trận vuông là một số, và nếu A = B thì Vết(A) = Vết(B), 
nhưng điều ngược lại hiển nhiên là không đúng. Nhận xét nhỏ này được áp dụng có 
hiệu quả trong nhiều bài toán cụ thể. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng với mọi ma trận A cấp m n× , B cấp n p× , C cấp p q×  thì 
ta luôn có: 

Vết(ABC) = Vết(B A C′ ′ ′ ) = Vết(A C B′ ′ ′ ) 

Ví dụ 3. Cho A, B, C là các ma trận vuông cấp n. 

1) Sử dụng ví dụ 2, chứng minh rằng nếu A, B, C là các ma trận đối xứng thì: 

Vết(ABC) = Vết(BAC) 

2)  Chỉ ra phản ví dụ với kết luận trên nếu không có giả thiết A, B, C đối xứng. 

Ví dụ 4. Cho A là ma trận vuông cấp n thỏa mãn 2A A A′ = , chứng minh rằng: 

1) Vết ( ) ( )A A A A ′′ ′− −  
 = 0; 
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2) A là ma trận đối xứng. 

Ví dụ 5. Chứng minh rằng không tồn tại các ma trận vuông A và B cấp n sao cho 

AB BA E− =  

Giải: 

Dùng phản chứng, giả sử tồn tại các ma trận A, B sao cho AB BA E− = , thế thì 
lấy vết hai vế đẳng thức này ta được: 

0 = Vết(AB BA− ) = Vết(E) = n 

Điều này là vô lý, suy ra điều phải chứng minh. 

 

BÀI TẬP 
1. Chứng minh rằng không tồn tại các ma trận A,B,C,D  vuông cấp n sao 
cho: AC DB E+ =  và CA BD 0+ = . 

2. Giả sử A, B là các ma trận vuông cấp n và ma trận A là khả nghịch. Liệu có đẳng 
thức: AB BA A− = ? 

3. Cho ma trận vuông A không suy biến cấp n. Liệu đối với ma trận vuông X bất kỳ 
cấp n có thể tìm được một ma trận vuông Y cấp n thoả mãn: 1 1X AYA A YA− −= − ? 

Cho A là ma trận vuông cấp n. Chứng minh rằng nếu  
Vết(A.X) = 0 với mọi ma trận vuông X cấp n thì A = 0. 

5. Cho n p q nA ,B× × . Chứng minh rằng: Vết(A.X.B) = 0 với mọi p qX ×  BA 0⇔ = . 

6. (Đẳng thức Wagner)   

a) Chứng minh rằng với mọi ma trận A, B, C vuông cấp 2 thì ta luôn có: 
2 2(AB BA) C C(AB BA) 0− − − =  

b)  (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 2004)  

Chứng minh rằng với mọi ma trận A, B, C vuông cấp 2 thì ta luôn có: 
2004 2004(AB BA) C C(AB BA) 0− − − =  

7. Giả sử A, B là các ma trận thực đối xứng. Chứng minh rằng: 

Vết (ABAB) ≤  Vết 2 2(A B )  

8. Chứng minh rằng:  

2
Rank(A) 1

A Mat(3 3),A 0
Trace(A) 0

≤
∀ ∈ × = ⇔ 

=
 

9. (Đề thi OLP Toàn Quốc năm 1997)  

Cho A là một ma trận vuông cấp n với hạng là r(A) r n= ≤  thoả mãn đẳng thức 
2A A= . Chứng minh rằng Trace(A) r= . 
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ĐA THỨC ĐẶC TRƯNG  

GIÁ TRỊ RIÊNG 
 

Dạng của đa thức đặc trưng: 
Với A là một ma trận vuông cấp n thì đa thức đặc trưng của A có dạng: 

( )nn n 1 n 2

1 2 nE A c c 1 c− −λ − = λ − λ + λ + + −⋯  

Với kc  là tổng tất cả các định thức con chính cấp k của A.  

Ở đây định thức con chính của A được hiểu theo nghĩa là định thức con của ma 
trận A với các dòng và các cột được lập từ A có cùng các chỉ số, do đó: 

1 2 k

1 2 k
k
n

i i i

k i i i
C

c D=∑ ⋯

⋯
 

Từ dạng của đa thức đặc trưng ta suy ra tổng của các giá trị riêng của A bằng 
vết của nó và tích của các giá trị riêng này bằng định thức của A. 

Giá trị riêng của đa thức ma trận: 

Với đa thức ( ) 2f x x= : 

Giá trị riêng của ma trận 2A  bằng (tính cả bội tương ứng) bình phương các giá trị 
riêng của A. 

Với đa thức ( ) pf x x= : 

Giá trị riêng của ma trận pA  bằng (tính cả bội tương ứng) lũy thừa bậc p các giá 
trị riêng của A. 

Định thức của đa thức ma trận: 

Với 1 2 n, , ,λ λ λ…  là các giá trị riêng của A, ( )f λ  là một đa thức bất kỳ. Khi đó 

định thức của ma trận ( )f A  được tính bởi công thức: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 nf A f f f= λ λ λ…  

Chứng minh: 

Giả sử ( ) ( )
m

0 j
j 1

f a
=

λ = µ − λ∏  và ( ) ( )
n

i
i 1

E A
=

ϕ λ = λ − = λ − λ∏ . Thay Aλ =  vào 

( )f λ  ta được: 

( ) ( )
m

0 j
j 1

f A a E A
=

= µ −∏  

Lấy định thức hai vế đẳng thức trên ta được: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m m n
n n

0 j 0 j 0 j i
j 1 j 1 j 1 i 1

n s n

0 j i i
i 1 j 1 i 1

f A a E A a a

a f

= = = =

= = =

= µ − = ϕ µ = µ − λ

 = µ − λ = λ  

∏ ∏ ∏∏

∏ ∏ ∏
 

Suy ra điều phải chứng minh. 

Giá trị riêng của đa thức ma trận: 

Nếu 1 2 n, , ,λ λ λ…  là các giá trị riêng của ma trận A và với ( )f x  là một đa thức bất 

kỳ thì ( ) ( ) ( )1 2 nf ,f , ,fλ λ λ…  là các giá trị riêng của ma trận ( )f A . 

Chứng minh: 

Xét đa thức ( ) ( )g x f x= λ − , với λ  là số bất kỳ và áp dụng bài số 8 ta được: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ng A g g g= λ λ λ…  

Nghĩa là: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 nE f A f f fλ − = λ − λ λ − λ λ − λ…  

Chú ý rằng ( )E f Aλ −  là đa thức đặc trưng của ( )f A , do đó  các giá trị riêng của 

( )f A  là ( ) ( ) ( )1 2 nf ,f , ,fλ λ λ… . 

Giá trị riêng của phân thức ma trận: 

Nếu 1 2 n, , ,λ λ λ…  là các giá trị riêng của ma trận A và ( ) ( )
( )

g x
f x

h x
=  là một phân 

thức bất kỳ sao cho nó xác định tại x A=  (nghĩa là hàm ( )h x  thỏa mãn điều kiện 

( )h A 0≠ ) thì ( ) ( ) ( ) ( )1 2 nf A f f f= λ λ λ…  và các số ( ) ( ) ( )1 2 nf ,f , ,fλ λ λ…  là các 

giá trị riêng của ma trận ( )f A . 
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BÀI TẬP 
 

Bài tập 1: Tìm giá trị riêng của ma trận A A′  với ( )1 2 n 1 n
A a a a

×
= ⋯ . 

Bài tập 2: Chứng minh rằng tất cả các giá trị riêng của A đều khác không khi và chỉ 
khi A không suy biến. 

Bài tập 3: Cho A là ma trận không suy biến, chứng minh rằng 0λ  là giá trị riêng của 

A khi và chỉ khi 1

0

−λ  là giá trị riêng của 1A− . 

Bài tập 4: Cho ma trận vuông A, B cấp n bất kỳ. Chứng minh rằng đa thức đặc trưng 
của AB và BA trùng nhau.  

Bài tập 5: Cho A là ma trận cấp m n×  và B là ma trận cấp n m× . Tìm liên hệ giữa 
đa thức đặc trưng của AB và BA bằng cách xét hệ thức sau: 

m m m m

n n n n

E AB A E 0 E 0 E A

0 E B E B E 0 E BA

λ − λ     
=     λ λ −     

 

Bài tập 6: Chứng minh rằng: 

a) Mọi ma trận vuông cấp n, đối xứng với các phần tử là các số thực đều có đủ n 
giá trị riêng là các số thực; 

b) Mọi ma trận vuông cấp n, phản đối xứng với các phần tử là các số thực đều có 
đủ n giá trị riêng là các số thuần ảo. Từ đó suy ra định thức của ma trận phản 
đối xứng thực là các số không âm. 

Bài tập 7: Cho A, B là các ma trận vuông cùng cấp sao cho AB BA= , và tồn tại 
p∈ℕ  sao cho pA 0=  thì: 

22 2A AB B B+ + =  

Bài tập 8: Tìm giá trị riêng của các ma trận: 

1 2 3 n

n 1 2 n 1

n 1 n 1 n 2

2 3 4 1

a a a a

a a a a

A a a a a

a a a a

−

− −

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

B 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

− 
 − 
 = −
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
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MA TRẬN KHỐI 
I. Khái niệm và các phép toán 
1. Định nghĩa. Ma trận A được viết dưới dạng 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

trong đó ijA  là các ma trận, cách biểu diễn ma trận A như thế được gọi là ma trận 

khối. Tất nhiên các ma trận ijA  trên cùng một dòng sẽ có chung số dòng, trên cùng 

một cột sẽ có chung số cột. 

2. Phép toán trên ma trận khối. 

a) Phép cộng 2 ma trận, nhân ma trận với số: Nếu A, B là 2 ma trận khối được 
phân chia các khối như nhau thì ta có thể cộng và nhân bình thường. 

b) Phép nhân ma trận khối với ma trận khối: 

Giả sử 

11 12 1p11 12 1n

21 22 2p21 22 2n

n1 n 2 npm1 m2 mn

B B BA A A

B B BA A A
A ; B

B B BA A A

  
  
  = =
  
       

⋯⋯

⋯⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯⋯

 

trong đó ik kjA ,B  là các ma trận con nhân được với nhau (số cột của ma trận ikA  bằng 

số dòng của ma trận kjB ), khi đó ma trận tích AB tồn tại, khối ma trận nằm ở “dòng” 

i, “cột j” của AB là: 

i1 1j i2 2 j in njA B A B A B+ + +⋯  

Ví dụ 1: 

1 2 1 0 1 0 0 0

3 4 0 1 C E 0 1 0 0 E 0
A ; B

1 0 0 0 E 0 1 2 1 2 C C

0 1 0 0 3 4 3 4

   
   

      = = = =         
   
   

 

với 
1 2

C
3 4

 
=  
 

 và 
1 0

E
0 1

 
=  
 

. Sử dụng phép nhân ma trận khối ở trên ta được: 
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2 4 1 2

C E E 0 2C C 6 8 3 4
AB

E 0 C C E 0 1 0 0 0

0 1 0 0

 
 

      = = =          
 
 

 

Ví dụ 2: Một ma trận khối ( )ijA A=  được gọi là ma trận khối dạng tam giác nếu tất 

cả các khối trên đường chéo chính (nghĩa là các khối 11 22A ,A ,…  đều là các ma trận 
vuông, và tất cả các khối về một phía của đường chéo chính đều bằng 0. Chứng minh 
rằng nếu A và B là 2 ma trận khối với các phần tử trên đường chéo chính tương ứng 
cùng cấp và với các khối bằng 0 nằm về cùng phía của đường chéo chính (đều là phía 
trên, phía dưới) thì tích AB của chúng cũng là ma trận khối dạng tam giác với các 
khối trên đường chheos chính cùng cấp và các khối bằng 0 cùng nằm về một phía của 
đường chéo chính như các ma trận thành phần A, B. 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng ma trận khối dạng tam giác trên là lũy linh khi và chỉ khi 
tất cả các khối nằm trên đường chéo chính đều là lũy linh. 

II. Một số kết quả cơ bản 
1. Định thức của ma trận khối: 

Theo định lý Laplace về khai triển định thức, ta công nhận (không cần chứng minh 
lại) công thức sau đây về tính định thức của ma trận khối: 

( ) ( )
A B

det det A .det C
0 C

 
= 

 
 

Ví dụ 4: Chứng minh rằng với A,B  là 2 ma trận vuông cấp n và det(A B) 0± ≠ . Đặt 

A B
M

B A

 
=  
 

. Chứng minh rằng det(M) 0≠ . 

Lời giải: 

 Xét ma trận tích của các ma trận khối: 

A B E E A B A B

B A E E B A B A

− +    
=    − − +    

 

 Lấy định thức 2 vế ta được: 

( )

( ) ( )n n

A B A BA B E E A B A B
det .det det det

0 2 A BB A E E B A B A

A B
2 .det 2 .det A B .det A B 0

B A

− +− +       
= =        +− − +       

 
⇔ = − + ≠ 

 

 

 Suy ra điều phải chứng minh. 
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2. Biến đổi sơ cấp trên ma trận khối 

Ngoài việc ta có thể biến đổi sơ cấp bình thường trên các khối dòng của ma trận, ta 
còn có thể biến đổi theo kiểu khác. 

Thông thường những phép biến đổi được thực hiện chỉ với ma trận khối gồm 4 khối 
(2 khối dòng, 2 khối cột). 

Ví dụ 5: Cho ( )ijA A=  là ma trận khối và cho ijA  là các khối với cấp i jm n× . Ma 

trận khối nhận được từ A bằng cách cộng vào khối dòng thứ i tích của khối dòng thứ j 
sau khi đã nhân về bên trái khối dòng thứ j này với ma trận chữ nhật X cấp i jm m×  

chính là ma trận nhận được từ A bằng cách nhân về bên trái với ma trận khả nghịch 
P. Tương tự như vậy với biến đổi trên cột, nghĩa là: Ma trận khối nhận được từ A 
bằng cách cộng vào khối cột thứ i tích của khối cột thứ j sau khi đã nhân về bên phải 
khối cột thứ j này với ma trận chữ nhật Y cấp j in n×  chính là ma trận nhận được từ A 

bằng cách nhân về bên phải với ma trận khả nghịch Q. Tìm dạng của ma trận P, Q. 

Lời giải:  

Việc xác định ma trận P, Q giống hệt trong biến đổi sơ cấp trên ma trận. 

3. Ma trận nghịch đảo của ma trận khối 

Xét các ma trận r r s s r sA ,B ,C× × ×  là các ma trận sao cho A, B khả nghịch, khi đó: 

� 

1 1

1

A 0 A 0

0 B 0 B

− −

−

  
=   

   
 

� 

1 1 1 1

1

A C A A CB

0 B 0 B

− − − −

−

 − 
=   

   
 

Ví dụ 6: Cho A, B là các ma trận vuông cấp n, tính 
1

I A C

0 I B

0 0 I

−
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BÀI TẬP 

1. Cho 
A B

R
C D

 
=  
 

, chứng minh rằng : 

a) Nếu ( )det A 0≠  thì ( ) ( ) ( )1det R det A .det D CA B−= − ; 

b) Nếu ( )det D 0≠  thì ( ) ( ) ( )1det R det A BD C .det D−= −  ; 

c) Với ma trận khả nghịch A cấp n. Chứng minh rằng ( )rank R n=  khi và chỉ khi 
1D CA B−= . 

2. Nếu A và D là các ma trận vuông cấp n và AC CA= , chứng minh rằng: 

a) Nếu ( )det A 0≠  thì ( )
A B

det det AD CB
C D

 
= − 

 
; 

b) Trong trường hợp ( )det A 0=  thì câu a) trên đây còn đúng nữa hay không? 

Lời giải: (Câu b) 

Ở đây ta không cần điều kiện ( )det A 0≠ , nhưng trong tình huống tương tự thì phải 

cần thiết ( )det A 0≠ , nếu chỉ có ( )det D 0≠  và T TCD DC= −  thì  

( ) ( ) ( )1 t t tA B
det det A BD C .det D det AD BC

C D
− 

= − = + 
 

 

Xét ví dụ: 

1 0 0 0 0 1 0 0
A , B , C , D

0 0 0 1 0 0 1 0

       
= = = =       
       

 

 Thì T TCD DC 0= − = , nhưng ( )T T A B
det AD BC 1 1 det

C D

 
+ = − ≠ =  

 
 

3. Giá sử u là một dòng, v là một cột và a là một số. Chứng minh rằng đẳng thức sau 
đây là đúng: 

( )*A v
a A u A v

u a
= −  

trong cả 2 trường hợp A không suy biến và A suy biến (Qua giới han!). 

4. Giả sử u, v là các vectơ n chiều, A là ma trận vuông cấp n. Chứng minh rằng : 
T * TA u v A vA u+ = +  

5. Cho A, B, C, D là các ma trận vuông cấp n sao cho T TAB ,CD  đều là các ma trận 

đối xứng và T TAD BC I− = . Chứng minh rằng T TA D C B I− = . 
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ĐA THỨC ĐỐI XỨNG 
I. Định nghĩa và định lý cơ bản 
Định nghĩa 1. Đa thức ( )1 2 nf x ,x , ,x…  trong vành [ ]1 2 nx ,x , ,xℝ …  được gọi là một 

đa thức đối xứng n ẩn nếu 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 n 1 2 nf x ,x , ,x f x ,x , ,xσ σ σ=… …  

với mọi hoán vị nSσ∈ . Trong đó ( ) ( ) ( )( )1 2 nf x ,x , ,xσ σ σ…  được suy ra từ 

( )1 2 nf x ,x , ,x…  bằng cách thay ix  bởi  ( )ix ,i 1,2, ,nσ = … . 

Định nghĩa 2. Các đa thức sau đây : 

1 1 2 n

2 1 2 1 3 1 n n 1 n

3 1 2 3 1 2 4 n 2 n 1 n

n 1 2 3 n 1 n

x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x

−

− −

−

σ = + + +

σ = + + + + +

σ = + + +

σ =

⋯

⋯ ⋯

⋯

⋯⋯⋯

…

 

 là các đa thức đối xứng n ẩn, và ta gọi chúng là các đa thức đối xứng cơ bản. 
Định lý cơ bản về đa thức đối xứng: Mọi đa thức đối xứng ( )1 2 nf x ,x , ,x…  trong 

vành [ ]1 2 nx ,x , ,xℝ …  đều biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng một đa thức của 

các đa thức đối xứng cơ bản với các hệ số trong ℝ . 

II. Mối liên hệ giữa một số đa thức đối xứng thường gặp 
Trong mục này ta nghiên cứu mối liên hệ ở dạng định thức của các đa thức đối 

xứng cơ bản ( )k 1 2 nx ,x , ,xσ … , các hàm ( ) k k k
k 1 2 n 1 2 ns x ,x , ,x x x x= + + +… ⋯  và các đa 

thức đối xứng dạng ( ) 1 2 n

1 2 n

i i i
k 1 2 n 1 2 n

i i i k

p x ,x , ,x x x x
+ + + =

= ∑
⋯

… ⋯ : 

1. Mối liên hệ giữa σσσσk và sk: 
Ta có ( )k 1 2 nx ,x , ,xσ …  là đa thức đối xứng cơ bản thứ k (trong n đa thức đối 

xứng cơ bản ở trên), nó là hệ số của n kx −  trong khai triển đa thức: 
( )( ) ( )1 2 nx x x x x x+ + +…  

Trước tiên, ta chứng minh rằng: 

( )k

k k 1 1 k 2 2 ks s s 1 k 0− −− σ + σ − + − σ =⋯  

Tích k p ps − σ  có chứa các thành phần dạng ( )1 p

k p
i j jx x x−

… . Nếu { }1 pi j , , j∈ …  thì 

thành phần này bị triệt tiêu với thành phần ( )1 p

k p 1
i j i jˆx x x x− +

… …  của tích k p 1 p 1s − + −σ  (ở 

đây ix̂  có nghĩa là tích này bị khuyết so với tích trước 1 bậc là ix ), còn nếu 

{ }1 pi j , , j∉ …  thì nó bị triệt tiêu với thành phần ( )1 p

k p 1
i i j jx x x x− −

…  của tích k p 1 p 1s − − +σ . 

 Từ đó ta có hệ k phương trình với k ẩn 1 2 k, , ,σ σ σ… : 
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( )

1 1

1 1 2 2

2 1 1 2 3 3

k

k 1 k 1 2 k n

s

s 2 s

s s 3 s

s s 1 k s−

σ =
 σ − σ =
 σ − σ + σ =


 σ − σ + + − σ =

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

 Theo quy tắc Cramer ta suy ra được: 

1

2 1

3 2 1
k

k 1 k 2 k 3 k 4

k k 1 k 2 k 3 1

s 1 0 0 0

s s 1 0 0

s s s 1 01

k!

s s s s 1

s s s s s
− − − −

− − −

σ =

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

 Tương tự, ta cũng có:  

( )

1

2 1

3 2 1
k

k 1 k 2 k 3 k 4

k k 1 k 2 k 3 1

1 0 0 0

2 1 0 0

3 1 0
s

k 1 1

k
− − − −

− − −

σ

σ σ

σ σ σ
=

− σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

Ví dụ 1: Cho A, B là 2 ma trận vuông cấp n thỏa mãn điều kiện 

( ) ( )k ktr A tr B , k 1,2, ,n= = …  

Chứng minh rằng A và B là các ma trận có cùng các giá trị riêng. 

2. Mối liên hệ giữa pk và σσσσk: 
Ta kiểm chứng dễ dàng rằng: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )

2 22 3
1 2 3 1 1 n n

1 2 n

n2 n
1 2 n

1 p t p t p t 1 x t x t 1 x t x t

1

1 x t 1 x t 1 x t

1

1 t t 1 t

+ + + + = + + + + + +

=
− − −

=
− σ + σ − + − σ

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

 Từ đây ta suy ra: 

( )

1 1

1 1 2 2

2 1 1 2 3 3

k

k 1 k 1 2 k n

p

p p

p p p

p p 1 p−

σ =
 σ − σ =
 σ − σ + σ =


 σ − σ + + − σ =

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 



ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN            Tài liệu hướng dẫn đội tuyển OLP 2012 

Một số kết quả về đa thức đối xứng 3 

 Tương tự như trên, ta tính được: 

1

2 1

3 2 1
k

k 1 k 2 k 3 k 4

k k 1 k 2 k 3 1

p 1 0 0 0

p p 1 0 0

p p p 1 0

p p p p 1

p p p p p
− − − −

− − −

σ =

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 và 

1

2 1

3 2 1
k

k 1 k 2 k 3 k 4

k k 1 k 2 k 3 1

1 0 0 0

1 0 0

1 0
p

1− − − −

− − −

σ

σ σ

σ σ σ
=

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

⋯

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

3. Mối liên hệ giữa pk và sk: 
Xét đa thức ( ) ( )( ) ( )1 2 nf t 1 x t 1 x t 1 x t= − − −⋯ . Khi đó 

( )
( ) ( ) ( )

1 n
2

1 2 n 1 n

f t 1 1 1 1 x x 1

f t f t 1 x t 1 x t 1 x t 1 x t 1 x t f t

′ ′   ′       
− = = = + +         − − − − −        

⋯ ⋯  

Do đó: 
( )
( )

21 n
1 2 3

1 n

f t x x
s s t s t

f t 1 x t 1 x t

′
− = + + = + + +

− −
⋯ ⋯ 

Mặt khác ta cũng có 
( )

2 3
1 2 3

1
1 p t p t p t

f t
= + + + +⋯ , và  

( )
( ) ( ) ( )

1
2

1 2 3
2 3

1 2 3

f t 1 1 p 2p t 3p t

f t f t f t 1 p t p t p t

−′   ′ + + +
− = =   

+ + + +   

⋯

⋯
 

Nghĩa là: 

( )( )2 3 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 31 p t p t p t s s t s t p 2p t 3p t+ + + + + + + = + + +⋯ ⋯ ⋯  

Từ đó ta được: 

( )
( )

1

2 1
k 1

k

k 1 k 2 k 3 2 1

k k 1 k 2 3 2 1

p 1 0 0 0 0

2p p 1 0 0 0

s 1

k 1 p p p p p 1

kp p p p p p

−

− − −

− −

= −

−

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 

và 

( )

1

2 1

k

k 1 k 2 k 3 2 1

k k 1 k 2 3 2 1

s 1 0 0 0 0

s s 2 0 0 0
1

p
k!

s s s s s k 1

s s s s s s
− − −

− −

−

−

=

− −

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯

 


