
PHẦN A. LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ
1. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN
- Vectơ trong không gian là một đoạn thẳng có hướng.

- Độ dài của vectơ trong không gian là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối của vectơ đó.

Chú ý. Tương tự như vectơ trong mặt phẳng, đối với vectơ trong không gian ta cũng có các kí
hiệu và khái niệm sau:

- Vectơ có điểm đầu là  và điểm cuối là  được kí hiệu là .

-  Khi  không cần  chỉ  rõ  điểm đầu và  điểm cuối  của  vectơ  thì  vectơ  còn được kí  hiệu  là

- Độ dài của vectơ  được kí hiệu là , độ dài của vectơ  được kí hiệu là .

- Đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của một vectơ

được gọi là giá của vectơ đó.

Ví dụ 1:  Cho tứ diện  có độ dài mỗi cạnh bằng 1.

a) Có bao nhiêu vectơ có điểm đầu là  và điểm cuối là một trong các đỉnh còn lại của tứ diện?

b) Trong các vectơ tìm được ở câu a, những vectơ nào có giá nằm trong mặt phẳng ?

c) Tính độ dài của các vectơ tìm được ở câu#a.

Giải

a) Có ba vectơ là  và .

b) Trong ba vectơ  và  chỉ có hai vectơ  và  có giá nằm trong mặt phẳng

.

c) Vì tứ diện  có độ dài mỗi cạnh bằng 1 nên .

Tương tự như trường hợp của vectơ trong mặt phẳng, ta có các khái niệm sau đối với vectơ trong
không gian:

- Hai vectơ được gọi là cùng phương nếu chúng có giá song song hoặc trùng nhau.
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- Nếu hai vectơ cùng phương thì chúng cùng hướng hoặc ngược hướng.

- Hai vectơ  và  được gọi là bằng nhau, kí hiệu , nếu chúng có cùng độ dài và cùng
hướng.

Chú ý. Tương tự như vectơ trong mặt phẳng, ta có tính chất và các quy ước sau đối với vectơ
trong không gian:

- Trong không gian, với mỗi điểm   và vectơ   cho trước, có duy nhất điểm   sao cho

.

- Các vectơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau, ví dụ như  gọi là các vectơ-không.

- Ta quy ước vectơ-không có độ dài là 0, cùng hướng (và vì vậy cùng phương) với mọi vectơ. Do

đó, các vectơ-không đều bằng nhau và được kí hiệu chung là .

Ví dụ 2:  Cho hình lăng trụ .

a) Trong ba vectơ  và , vectơ nào bằng vectơ ? Giải thích vì sao.

b) Gọi  là trung điểm của cạnh . Xác định điểm  sao cho .

Giải

a) Hai đường thẳng  và  chéo nhau nên hai vectơ  và  không cùng phương. Do

đó, hai vectơ  và  không bằng nhau.

Tứ giác  là hình bình hành nên  và . Hai vectơ  và  có cùng
độ dài và cùng hướng nên hai vectơ đó bằng nhau.

Tương tự, hai vectơ  và  có cùng độ dài và ngược hướng nên hai vectơ  và 
không bằng nhau.

b) Gọi  là trung điểm của cạnh . Vì tứ giác  là hình bình hành nên  v

à . Hình lăng trụ  có  và , suy ra  và

. Hai vectơ  và  có cùng độ dài và cùng hướng nên . Vậy trung

điểm của cạnh  là điểm  cần tìm.
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2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN

a) Tổng của hai vectơ trong không gian

Trong không gian, cho hai vectơ  và . Lấy một điểm  bất kì và các điểm  sao cho

. Khi đó, vectơ  được gọi là tổng của hai vectơ  và , kí hiệu là .

Trong không gian, phép lấy tổng của hai vectơ được gọi là phép cộng vectơ.

Nhận xét. Quy tắc ba điểm và quy tắc hình bình hành trong mặt phẳng vẫn đúng trong không
gian:

- Nếu  là ba điểm bất kì thì ;

- Nếu  là hình bình hành thì .

Ví dụ 3:  Cho hình lập phương   có độ dài mỗi cạnh bằng 1. Tính độ dài của vectơ

.

Giải

Tứ giác  là hình vuông nên .

Do đó .

Tứ giác  là hình vuông nên , suy ra .

Chú ý. Tương tự như phép cộng vectơ trong mặt phẳng, phép cộng vectơ trong không gian có các
tính chất sau:

- Tính chất giao hoán: Nếu  và  là hai vectơ bất kì thì .

- Tính chất kết hợp: Nếu  và  là ba vectơ bất kì thì .

- Tính chất cộng với vectơ : Nếu  là một vectơ bất kì thì .

Từ tính chất kết hợp của phép cộng vectơ trong không gian, ta có thể viết tổng của ba vectơ

 và  là  mà không cần sử dụng các dấu ngoặc. Tương tự đối với tổng của nhiều
vectơ trong không gian.
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Ví dụ 4:  Cho tứ diện . Chứng minh rằng .
Giải

Theo quy tắc ba điểm trong không gian, ta có .

Từ đó lần lượt áp dụng tính chất của phép cộng vectơ trong không gian, ta được:

Quy tắc hình hộp.

Cho hình hộp . Khi đó, ta có .

Ví dụ 5:  Cho hình hộp . Chứng minh rằng .
Giải

Vì tứ giác  là hình bình hành nên  và . 

Áp dụng quy tắc hình hộp suy ra .

b) Hiệu của hai vectơ trong không gian

Trong không gian, vectơ có cùng độ dài và ngược hướng với vectơ  được gọi là vectơ đối của

vectơ , kí hiệu là .

Chú ý

- Hai vectơ là đối nhau nếu và chỉ nếu tổng của chúng bằng .

- Vectơ  là một vectơ đối của vectơ .

- Vectơ  được coi là vectơ đối của chính nó.

Tương tự như hiệu của hai vectơ trong mặt phẳng, ta có định nghĩa về hiệu của hai vectơ trong
không gian:

Vectơ  được gọi là hiệu của hai vectơ  và  và kí hiệu là .

Trong không gian, phép lấy hiệu của hai vectơ được gọi là phép trừ vectơ.

Nhận xét. Với ba điểm  bất kì trong không gian, ta có .

Ví dụ 6:  Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành. Gọi  lần lượt là trung điểm của

. Chứng minh rằng:
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a)  và  là hai vectơ đối nhau;

b) .

Giải

a) Tứ  giác   là  hình  bình  hành  nên   và  ,  suy  ra   và

. Hai vectơ  và  có cùng độ dài và ngược hướng nên chúng là hai vectơ đối
nhau.

b) Từ câu a, ta có .

Suy ra .

3. TÍCH CỦA MỘT SỐ VỚI MỘT VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN
Tương tự như tích của một số với một vectơ trong mặt phẳng, ta có định nghĩa về tích của một số
với một vectơ trong không gian:

Trong không gian, tích của một số thực  với một vectơ  là một vectơ, kí hiệu là ,
được xác định như sau:

- Cùng hướng với vectơ a nếu ; ngược hướng với vectơ  nếu ;

- Có độ dài bằng .

Trong không gian, phép lấy tích của một số với một vectơ được gọi là phép nhân một số với một
vectơ.

Chú ý

- Quy ước  nếu  hoặc .

- Nếu  thì  hoặc .

- Trong không gian, điều kiện cần và đủ để hai vectơ  và  cùng phương là có một số

thực  sao cho .

Ví dụ 7:  Cho hình lăng trụ tam giác . Gọi  lần lượt là trung điểm của .
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Gọi  là giao điểm của  và .

Chứng minh rằng .

Giải

Vì   là  trung điểm của   nên   là  đường trung bình của tam giác  .  Suy ra

 và . Tứ giác  là hình bình hành nên  và .

Do  đó   và  .  Vì  hai  vectơ   và   ngược  hướng  nên

.

Chú ý. Tương tự như phép nhân một số với một vectơ trong mặt phẳng, phép nhân một số với một
vectơ trong không gian có các tính chất sau:

- Tính chất kết hợp: Nếu  là hai số thực và  là một vectơ bất kì thì .

- Tính chất phân phối: Nếu  là hai số thực và  là hai vectơ bất kì thì  v

à .

- Tính chất nhân với 1 và : Nếu  là một vectơ bất kì thì  và .

Ví dụ 8:  Cho  tứ  diện  .  Gọi   là  trọng  tâm  của  tam  giác  .  Chứng  minh  rằng

.

Giải
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Vì  là trọng tâm của tam giác  nên .

Do đó ta có: 

Chú ý. Tương tự như trong mặt phẳng, nếu  là trọng tâm của tam giác  thì với điểm  t

uỳ ý, ta có 

4. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN

a) Góc giữa hai vectơ trong không gian

Trong không gian, cho hai vectơ  khác . Lấy một điểm  bất kì và gọi  là hai điểm sao

cho . Khi đó, góc  được gọi là góc giữa hai vectơ  và

, kí hiệu là .

Nếu góc giữa hai vectơ  và  là  thì ta nói hai vectơ  và  vuông góc với nhau và kí hiệu

là .

Chú ý

- Để xác định góc giữa hai vectơ  và  trong không gian ta có thể lấy điểm  sao cho

, khi đó .

- Quy ước góc giữa một vectơ bất kì và  có thể nhận một giá trị tuỳ ý từ  đến .

Ví dụ 9:  Cho hình lập phương . Tính góc giữa các cặp vectơ sau:

a)  và ;
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b)  và .

Giải

a) Hai vectơ  và  cùng hướng nên .

b) Vì  tứ  giác   là  hình  bình  hành  nên  .  Do  đó

.  Tam giác   vuông cân tại   nên  ,  vì  vậy

.

b) Tích vô hướng của hai vectơ trong không gian
Hãy nhắc lại công thức xác định tích vô hướng của hai vectơ trong mặt phẳng.

Trong không gian, cho hai vectơ  đều khác . Tích vô hướng của hai vectơ  và  là một số,

kí hiệu là , được xác định bởi công thức:

Chú ý

- Quy ước nếu  hoặc  thì .

- Cho hai vectơ  đều khác . Khi đó: .

- Với mọi vectơ , ta có .

- Nếu  là hai vectơ khác  thì .

Ví dụ 10:  Cho hình chóp tứ giác đều  có độ dài tất cả các cạnh bằng . Tính các tích vô hướng
sau:

a) 

b) .

Giải
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a) Tam giác   có ba cạnh bằng nhau nên là tam giác đều, suy ra  .  Tứ giác

 là hình vuông nên , suy ra . 

Do đó .

b) Tứ giác  là hình vuông có độ dài mỗi cạnh là a nên độ dài đường chéo  là . Tam

giác   có   và   nên  tam  giác   vuông  cân  tại  ,  suy  ra

. Do đó .

Nhận xét. Tích vô hướng của hai vectơ trong không gian cũng có các tính chất giống như các tính

chất của tích vô hướng của hai vectơ trong mặt phẳng. Cụ thể, nếu  là các vectơ trong không

gian và  là một số thực thì ta có:

- 

- ;

- .

Ví dụ 11:  Cho tứ diện  có  và  cùng vuông góc với . Gọi  lần lượt là trung điểm

của hai cạnh . Chứng minh rằng:

a) 

b) .

Giải

a) Ta có:  và .

Do đó .

Vì  lần lượt là trung điểm của  nên .

Suy ra , hay .

b) Từ giả thiết, ta có .
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Vì vậy, .
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