PHAN A. LY THUYET VA Vi DU

1. VECTO TRONG KHONG GIAN

- Vecto trong khong gian 1a mot doan thang c6 hudng.

- Do dai cua vecto trong khong gian 1a khoang cach giira diém dau va diém cudi cua vecto do.
Chii y. Tuong tu nhu vecto trong mit phang, déi voi vecto trong khong gian ta ciing c6 cac ki
hiéu va khai niém sau:

- Vecto ¢6 diém dau la 4 va diém cubi 1a B duoc ki hiéu 1a 4B |

- Khi khong can chi rd diém dau va di€m cudi cia vecto thi vecto con dugc ki hiéu la
a,b,x,y,-

Luu Uy

- P§ dai ciia vecto 4B duoc ki hisu 1a | 48| 46 dai cua vecto @ dwoce ki hieu 1a |4/,

- BPuong thang di qua diém dau va diém cuoi cia mdt vecto

duoc goi la gia cua vecto do.

Vidu 1: Cho tur dién ABCD ¢ d6 dai mdi canh béng 1.
A

C
a) Co6 bao nhiéu vecto c6 diém dau la 4 va diém cudi 1a mot trong cac dinh con lai ctia tir dién?

b) Trong céac vecto tim dugc & cdu a, nhitng vecto nao c¢6 gia nam trong mit phing (ABC)q

¢) Tinh d0 dai cta cac vecto tim dugc ¢ cau#a.

Giai
a) Co ba vecto 1a AB,AC 3 4D
b) Trong ba vecto AB,AC 3 AD chi c6 hai vecto 4B va AC ¢o gi4 ndm trong mit phiang

(ABC)
¢) Vi tr dién ABCD ¢4 do dai mdi canh bﬁng 1 nén | AB[5AC|5 AD|:].

Tuong ty nhu trudng hop cla vecto trong mit phang, ta co cac khai niém sau d6i véi vecto trong
khong gian:

- Hai vecto dugc goi 14 cung phuong néu chiing c6 gia song song hoic tring nhau.



Vidu 2:

- Néu hai vecto cing phuong thi chiung ciing hudng hodc nguoc huéng.

- Hai vecto @ va b duoc goi la bﬁng nhau, ki hiéu ¢ =b , néu ching c6 cung dd dai va cung
hudng.

Chi y. Tuong ty nhu vecto trong mit phing, ta co tinh chét va cac quy wdc sau ddi véi vecto

trong khong gian:

- Trong khéng gian, v6i mdi diém O va vecto ¢ cho trude, ¢6 duy nhat diém M sao cho
[NjN)N]N]

OM =a

[N]N N N | N

A4, BB, goi la cac vecto-khong.

- Céc vecto ¢6 diém dau va diém cubi trung nhau, vi du nhu
- Ta quy udc vecto-khong c6 do dai 1a 0, cung hudng (va vi vay cung phuong) véi moi vecto. Do
d6, cac vecto-khong déu bang nhau va duoc ki hiéu chung 1a 0,
Cho hinh lang try ABC -ABC

A C

uud LILIL“—I4 UL]!J ooy i
a) Trong ba vecto BECC va BB vecto nao bing vecto 44 2 Giai thich vi sao.

Huuag NN

b) Goi M 1a trung diém cta canh B C . Xac dinh diém M " sao cho MM =44
Giai

udu iy

a) Hai duong thang AA va BC chéo nhau nén hai vecto 44 va BC khong cung phuong. Do

uuu uuu
6, hai vecto 44 va BC khong bang nhau.

o ) ) ) ) uuu NEET)
Tt gidgc 4CC 4 13 hinh binh hanhnén A4 //CC vy 44 =CC Hajvecto 44 va CC ¢6 cing
d6 dai va cting huéng nén hai vecto dé bang nhau.

uuy i uup uuy i LILI!_I

Tuong tu, hai vecto 44 va BB ¢ cung do dai va nguge hudng nén hai vecto 44 va BB
khong bang nhau.

b) Goi M 1a trung diém cua canh B C . Vi tir giac BCC B 13 hinh binh hanh nén MM //BB
A MM =BB  Hinh ling try 4BC -ABC ¢4 A4 //BB yy A4 =BB  suyra MM /144

uduuy uuu SN NN N N]

MM =AA  Haivecto MM v3 A4 ¢ cliing d6 dai va ciing huéng nén MM =44 Vay trung

diém cua canh BC 1adiém M can tim.



Vidu 3:

2. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
a) Tong ciia hai vecto trong khong gian

B,C

Trong khong gian, cho hai vecto ¢ va b Lay mot diem 4 bat ki va cac diém sao cho
W) g

AB =a, BC =b . Khi d6, vecto AC duoc goi la téng ctia hai vecto 9 va b ,kihiéula @ +b

Trong khong gian, phép lay téng ciia hai vecto duge goi 1a phép cong vecto.

Nhin xét. Quy tic ba diém va quy tic hinh binh hanh trong mit phing van dung trong khong
gian:

Ly H|u[N) a|u|n}
-Néu 48-C 13 ba diém bat ki thi 4B+BC =AC.
Ll m[u|N] m[u|N]

-Néu 4BCD 13 hinh binh hanh thi 48 +AD =AC

IJEuho Bﬂluh lap phuong ABCD -ABCD ¢4 36 dai mbi canh bang 1. Tinh d6 dai cua vecto

BC+DD
B c
A D
B ..... | S o
At D
Giai

[N]N]E) (NN} )
Tt gidc 4BCD 13 hinh vuéng nén BC =4D
LI W|N]N ] ULL H|N/N §) W|N N|N]

Do do BC+DD =AD+DD =AD

U wduu

BC +DD | =2

Tt gigc ADD A’ 13 hinh vuéng nén AD =NAD* +DD* =\2 gy 1

Ch y. Tuong tu nhu phép cong vecto trong mat phing, phép cong vecto trong khong gian c6 cac
tinh chat sau:

- Tinh chét giao hoan: Néu ¢ va b 1a hai vecto bt ki thi @ +b =b +a
- Tinh chat két hop: Néu @b y3 ¢ 1aba vecto bit ki thi (@ ¥P)+e =a+(b+c)
- Tinh chét cong véi vecto 0: Néu @ 1a mot vecto bat ki thi @ +0 =0+a =a

Tur tinh chat két hop ciia phép cong vecto trong khong gian, ta co thé viét tong ciia ba vecto

ab Gacpaa+bre my khong can sir dung cac dau ngodc. Twong tu doi vdi tong cua nhiéu
vecto trong khong gian.



Vidu4: Cho tadién ABCD  Ching minh ring AC +BD =AD+BC
Giai
LILILI H|NN) H|NN)

Theo quy tic ba diém trong khong gian, ta c6 4C =AD+DC

Tir d6 1an luot 4p dung tinh chét ciia phép cong vecto trong khong gian, ta dugc:

AC+BD =(AD+DC)+RD =AD +(0C + BD)
(a0 000 -~ mo 000 000
=AD+(BD+DC)=A4AD+BC.

Quy tic hinh hop.

e e L e
Cho hinh hop ABCD “ABCD Khjdo, taco AB+AD+A44 =AC

UL L SINN LI
Vidu5: Cho hinh hop ABCD -AECD Chimg minh rang 8C +DC+ A4 =AC
Giai
Vi ttr gide ABCD 13 hinh binh hanh nén BC =4D vy DC =4B
) UL UUU uud o UUY Wy uuu o
Ap dung quy tic hinh hop suy ra BC+DC+Ad =AD+ AB+ A4 =AC
b) Hiéu cia hai vecto trong khong gian
Trong khong gian, vecto c¢6 cing d6 dai va ngugce hudng véi vecto ¢ duge goi 1a vecto dbi cua

vecto ¢, kihi€éula ~ 2.
Chuy
- Hai vecto 13 di nhau néu va chi néu tong cua chung bang 0.

[M]N]H] [NININ)

- Vecto BA 1a mot vecto ddi cua vecto 4B .

- Vecto 0 duoc coi 1a vecto ddi caa chinh no.

Tuong tu nhu hiéu cua hai vecto trong mit phang, ta ¢6 dinh nghia vé hiéu cta hai vecto trong
khong gian:

Vecto @+ P) duoe goi 1 hidu cua hai vecto @ va b vakihidula @- b .

Trong khong gian, phép lay hiéu cua hai vecto duoc goi 1a phép trir vecto.

L L Juug

Nhan xét. V6i ba diém @48 bit ki trong khong gian, ta co OB - OA=AB

Vidu 6: Cho hinh chép S-4BCD ¢4 day 4BCD 13 hinh binh hanh. Goi >V 14n luot 13 trung diém cua
4B,CD Chtrng minh rang:



Ly uuy

a) AM va CN 1a hai vecto d6i nhau;

LLILL L sjuu} aju]

b) SC- AM - AN =S4

Giai
a) Tt giac 4BCD 1a hinh binh hanh nén AB =CD vy AB//CD , suy ra AM =CN 3
AM //CN  Hai vecto AM va CN ¢4 cung do dai va nguoc hudng nén chang 1a hai vecto ddi

nhau.

b) Tt cau a, ta co CN =-AM |

L o NN} L SN N uuu SN N} L M| N]N} LIl ms N Ll

Suy ra SC- AM - AN =SC +CN - AN =SN- AN =SN +NA =54

3. TICH CUA MQT SO VOI MOT VECTO TRONG KHONG GIAN
Tuong ty nhu tich ciia mot s6 voi mot vecto trong mit phang, ta ¢ dinh nghia vé tich ciia mot s6
vo1 mot vecto trong khong gian:

Trong khong gian, tich cua mot s6 thuc k#0 vsi mot vecto 4 #0 13 mot vecto, ki hiéu la ka )
duoc xac dinh nhu sau:

- Cung huéng véi vecto a néu & >0 nguge hudng voi vecto @ néu ¥ <0
- C6 6 dai bing | K1 1al,

Trong khong gian, phép lay tich ctia mot s6 véi mot vecto duoc goi 1a phép nhan mot sd véi mot
vecto.

Chuy
- Quy udc ka =0 néy k =0 hoge @ =0,
- Néu ka =0 thj & =0 nogc @ =0,

b(b #0) cung phuong 1a c6 mot sb

- Trong khong gian, diéu kién can va du dé hai vecto ¢ va
thuc k sao cho @ =kb

Vidu 7: Cho hinh ling try tam giac 45C ‘-4.3-(7-. Goi M.N 1in lwot 13 trung diém cta AB,AC



L ILILIL
CcC =(-2)OM

Chung minh rang
Giai
Vi O 1a trung diém ctia 4B nén OM 13 duong trung binh cia tam gisc 4B B. Suy ra
BB//OM vy BB =20M Ty gisc BCC B 13 hinh binh hanh nén BB//CC vy BB=CC

) o ) uuuy, LUuUU
Do d6 CC//OM vy CC=20M Vi hai vecto CC va OM nguoc huéng nén
L L
cC =(-2)OM
Chii y. Tuong ty nhu phép nhan mot sé voi mot vecto trong mit phang, phép nhan mot sé voi mot
vecto trong khong gian c6 cac tinh chat sau:

- Tinh chét két hop: Néu ¥ 1 hai s6 thuc va @ 1a mét vecto bat ki thi (k@) =(hk)a

- Tinh chat phan phbi: Néu h.K 13 hai s thuc va @b 13 hai vecto bat ki thi (h+k)a =ha+ka \

s kla+b) =ka +kb

- Tinh chit nhan vé6i 1 va - 1: Néu @ 1a mot vecto bat ki thi 1 =a va (-Da=-a

Vidu8: Cho tr dién ABCD. Goi G 1a trong tam cua tam giac BCD. Ching minh ring

LIl S| un} LI

AB+ AC+ AD =34G

A

Giai



LILLl NN LILILI
Vi G 14 trong tAm cua tam giac BCD ngn GB+GC+GD =0,

SN N mIN| N} SN} LILg ms N SN} W) mN N SN}

Dodotaco: AB+AC+AD —=AG+GBE+ AG+GC + AG+GD

SN} m]u| N} uuu SN} SN N uuu

=3AG+(GB+GC+GD) =34G +0 =3 4G.

Chii y. Tuong tu nhu trong mit phang, néu G 1a trong tAm cua tam giac 48 C thi véi diém O t

ms N SN N} W|N]N) W|N]N)

4. TICH VO HUONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
a) Goc giira hai vecto trong khong gian
Trong khong gian, cho hai vecto @b yhac 0 Liy mot diém O batki va goi 4B 13 hai diém sao

Ly dn Uoslo <Hos <1s0
cho 04 =a,0B =b . Khi do, goc ( ) duoc goi la goc gitra hai vecto ¢ va

b ki hieu la (@0)

Néu goc gitra hai vecto ¢ va b 13 90 thi ta noi hai vecto @ va b vuong gbéc voi nhau va ki hi¢u

laalb

Chuy

- Bé xé4c dinh goc giira hai vecto 4B va CD trong khong gian ta c6 thé ldy diém £ sao cho
LU Luu LIl Lo

AE =CD yp; 44 (4B.CD) =BAE

B

A o
E
C \
D
- Quy udc goc gitra mot vecto bat ki va 0 c6 thé nhan mot gia tri tuy y tir 0 dén 180

Vidu 9: Cho hinh lap phuong ABCD A B CD Tinh goc giira cac cip vecto sau:

B c
]
A P D
'
'
Bhl---5lC
A D’
[N]N]N) uupu,
a) AD va BC ;



uuy uuuu

b) AC va AD
Giai
TTTRRm
uuu Ly (AD. BC ) =0
a) Hai vecto 4D va BC cing huéng nén

(][N uu
by Vi t¢ giac ADDA 13 hinh binh hanh nén AD=4AD Do @b
Ul uddud dud U
(4c, 4D )=(4C, AD) =BaD B
. Tam giac 4PC vuong can tai D nén €4D =45 i vay
UL L
(4c, 4D ) =45

b) Tich v6 huwdéng cia hai vecto trong khong gian
Hay nhac lai cong thue xéc dinh tich vo hudng cua hai vecto trong mat phang.
Trong khong gian, cho hai vecto ¢ b ddukhac 0. Tichvo hudng cua hai vecto @ va b 1a mot sb,

ki hiéu1a @ b | duge xac dinh boi cong thuc:
a-b3al|-|b|-cosla,b)

Chuy

- Quy udc néu @ =0 hoge b =0 thj ab=0

- Cho hai vecto %? déukhac 0. Khi do: @ Lb = ab =0

3 2
- Véi moi vecto @, taco ¢ Hal .

-
-

cos(a,b) = @ o

lal|&]

-Néu a,b 14 hai vecto khac O thi

Vi du 10: Cho hinh chop ti giac déu S.ABCD ¢4 ¢ dai tt ca cac canh bang @ . Tinh cac tich vo huéng
sau:




Vidy 11:

a) Tam giac SAD ¢4 ba canh bf‘mg nhau nén 1a tam giac déu, suy ra 4D =60{. T giac

Lo " UL Uy L Uy

ABCD 1a hinh vuéng nén AD BC , suy ra (A4S, BC) =(4S, AD}_EAD 'DD

00 000 0 oo _ 1 a°
AS ‘BC 2 AS| | BC| cos60 =a-a —=—
Do do 2 2
b) T giac ABCD 13 hinh vudng c6 do dai mdi canh 14 a nén do dai duong chéo AC 13 V2a . Tam
giac SAC ¢ SA=5C=a 3 AC =2a nén tam giac SAC vuong can tai S, suy ra
00 oo o ood
g : AS -AC 2 AS| | AC| cos B4C =a \[2a 2= 2 =a’
AC =45 Do d6 2 .
Nhén xét. Tich v hudng cua hai vecto trong khong gian ciing c6 cac tinh chat giéng nhu cac tinh

anb:

chat cta tich vo hudng cua hai vecto trong mit phang. Cu thé, néu € 1a cac vecto trong khong

gian va k 1a mot sb thuc thi ta co:
_a-b=b-a
_k(a -b)=(ka) b =a {kb).

a{b+c)=ab+a-c

Cho ti dién 4BCD ¢ AC v3 BD cing vudng goc voi AB . Goi M5 1n luot 14 trung didm
cua hai canh 4B,CD Chung minh rang:

mo0 ¢ 00 o
MN =—(AC + BD)
a) 2
by Vi i =0,
Giai

SN NN} SN N SN} LILg L AN H[NN)

a) Ta c6: MN =MA+AC+CN vy MN =MB +BD + DN

Sddd NN Sdd NN SN

Do d6 2MN =(. WA+ HB}+(AC+BD}+|[C*» +DN)

LI S| uN} S|NN} S|un}

vi M.N 13 luot 14 trung diém cua AB,CD |y MA+MB =CN +DN =0
aa

UL Ly N MN =

Suy ra 2.“{"'#'- :..-4 C + BD 5 hay

10 o
(AC +BD)

b | =

LI s un} ujuin} s un}

b) Tur gia thiét, ta c6 AC “AB =BD -AB =0



0mo ooo 4 000 OO0 o 000 000 4000 £OO
MN -AB =—(AC+BD) -AB =— AC -AB+—BD -AB =0
Vi vay, 2 2 2
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