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Câu 1 (4,0 điểm). Tìm tất cả các hàm số :f →  thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:  

i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , :x y a f x y f x f a y f y f a x    + = − + − ; 

ii) ( )
1

0
2

f = . 

Câu 2 (4,0 điểm).  Cho , , 0a b c   thỏa mãn: 
4

4 4 4

1 1
.

1 1 1

c

a b c
+ =

+ + +
 Chứng minh rằng    

( ) ( )2 .abc a b c ab bc ca+ +  + +  

Câu 3 (4,0 điểm). Cho tứ giác ABCD  nội tiếp đường tròn ( )O . Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm của 

,AB CD . Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABN  cắt CD  tại P . Đường tròn ngoại tiếp tam giác CDM  cắt 

AB  tại Q . Chứng minh rằng , ,AC BD PQ  đồng quy. 

Câu 4 (4,0 điểm).  Cho 5n   là số nguyên dương lẻ và có các ước nguyên tố là 1 2, ,..., .kp p p  Chứng 

minh rằng ( )
2 1

n
−  có ước số nguyên tố không thuộc tập  1 2; ;...; .kp p p   

Câu 5 (4,0 điểm). Cho p  là một số nguyên tố và n  là một số nguyên dương. Tìm số bộ sắp thứ tự 

( )1 2 3 4, , ,a a a a  thỏa mãn  1 2 3 4, , , 0,1,2,..., 1na a a a p −  và ( )1 2 3 4 1np a a a a+ +  ? 

 

----HẾT----    
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Câu Ý Nội dung  Điểm 

1  Câu 1. (4,0 điểm) Tìm tất cả các hàm số :f →  thỏa mãn đồng thời các điều 

kiện sau:  

i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , :x y a f x y f x f a y f y f a x   + = − + − ; 

ii) ( )
1

0
2

f = . 

 

 

 

 

  
Cho 0x y= =  ở i) ta được ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0f f f a f f a= +  mà ( )

1
0

2
f =  nên 

( )
1

2
f a = . 

1,0 

Cho 0y =  thì ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0f x f x f a f f a x f x f a x= + −  = − . (1) 

Từ đó suy ra ( ) ( ) ( )2f x y f x f y+ =  (2) 

1,0 

Ở (2) lấy y a=  ta có ( ) ( )f x a f x+ =   

Thay x  bởi x−  vào (1) và kết hợp (2) ta có ( ) ( ) ( )f x f a x f x− = + = . 

Ở i) thay y  bởi y−  ta có  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f x y f x f a y f y f a x f x f y− = + + − − =  (3) 

1,0 

Từ (2) và (3) ta có ( ) ( ) , ,f x y f x y x y− = +   . 

Thay ,x y  bởi 
2

x
 ta có ( ) ( )

1
0

2
f x f= =   

1,0 

  Học sinh có thể làm cách khác, giáo viên chấm theo thang điểm tương ứng 

Cách 2. Tương tự đến ( ) ( )f x a f x+ =  

Thay y a x= −  ta rút ra được 

( )

( )

1

2

1

2

f x

f x


=


 = −


 

Đặt ( )
1

2
S x f x

 
=  = − 
 

 . Ta đi chứng minh S = . Thật vậy, giả sử tồn tại 

0x S   

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

1 1
0 0

2 2
f x f x f x f a f f a x f a x− = = + = + −  − = −   

Tương tự suy ra ( )0

1
.

2
f a n x− = −   

Do đó 0 ,a nx S n−      

Tương tự 

 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

1
0 ,

2
f a x f a f a x f x f a x S a nx S n+ = − + = −  +   +      

Vậy 0 ,a nx S n+    . 

Mặt khác ( ) ( ) ( )0 0 0 0

1
2

2
f x x f x f a x+ = − =   

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 02 2 2 0 0f a x f a f a x f x f+ = − + =  , mâu thuẫn. 

Vậy ( )
1

2
f x   

2  
Cho , , 0a b c   thỏa mãn: 

4

4 4 4

1 1
.

1 1 1

c

a b c
+ =

+ + +
 Chứng minh rằng    

( ) ( )2 .abc a b c ab bc ca+ +  + +  

 

 

 

  4

4 4 4 4 4 4 4 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.

1 1 1 1 1 1 1 1 1

c

a b c a b c a b c
+ =  + = −  + + =

+ + + + + + + + +
 

Đặt 
4 4 4

1 1 1
; ; .

1 1 1

x y z

a x y z b x y z c x y z
= = =

+ + + + + + + + +
 

 

1,0 

 

  
Khi đó ta có 44 4; ;

y z x z x y
a b c

x y z

+ + +
= = =   

Ta có  

( ) ( )

( )
2

3

1

3

abc a b c abc a b c abc
P

ab bc ca a b c
a b c

+ + + +
=  =

+ + + +
+ +

  

 

1,0 

  Ta có 

( )( )
1 3

2 2

xy x y

x z y z x z y z

 
 + = 

+ + + + 
   

Mà 
( )( ) 2 2

1
. .

xy x y

x z y z y z x z a b
= =

+ + + +
 

Như vậy 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 3

2a b b c c a
+ +   

1,0 

Ta lại có 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 9 9 3
3

2 2 2

a b c a b c

ab bc ca a b b c c a abc abc

+ + + +     
+ +  + +          

     
 

Do đó 2.P   

1,0 

3  Câu 3. (4,0 điểm) Cho tứ giác ABCD  nội tiếp đường tròn ( )O . Gọi ,M N  lần lượt là 

trung điểm của ,AB CD . Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABN  cắt CD  tại P . Đường 

 



tròn ngoại tiếp tam giác CDM  cắt AB  tại Q . Chứng minh rằng , ,AC BD PQ  đồng 

quy. 

 

 

 

  

 

Q

P

S

N

M
A

B

D

C
 

 

 

 

 

 

 

 

 

*) Nếu AB  // CD  thì ABCD  là hình thang cân do đó , ,AC BD PQ  đồng quy. 

0,5 

*) Nếu àAB v CD  không song song, gọi S  là giao điểm của ,AB CD  

Khi đó do tứ giác ABCD  nội tiếp nên ta có . .SA SB SC SD=   (1) 

Do 4 điểm , , ,A B N P  cùng thuộc 1 đường tròn nên . .SA SB SN SP=   (2) 

Mặt khác 4 điểm , , ,C D M Q  cùng thuộc 1 đường tròn nên . .SM SQ SC SD=   (3) 

1,5 

Từ (1), (2), (3) ta suy ra:
. .

. .

SA SB SM SQ

SC SD SN SP

 =


=

 
1,0 

Mà ,M N  lần lượt là trung điểm của ,AB CD  nên theo hệ thức Maclaurin ta có:   

( ) ( )1 à 1SQAB v SPCD= − = −  

Vậy , ,AC BD PQ  đồng quy. 

1,0 

4  Cho 5n   là số nguyên dương lẻ và có các ước nguyên tố là 1 2, ,..., .kp p p  Chứng 

minh rằng 
( )

2 1
n
−  có ước số nguyên tố không thuộc tập  1 2; ;...; .kp p p   

 

  
Đặt 

1

i

k

i

i

n p


=

= , ( ) ( )( )1

1

1 2 .i

k

i i

i

m n p p u
 −

=

= = − =   
 

 



Ta có   1iu p −  và 2 1  ,  1,2,..., .u

ip i k−  =   1,0 

  Mặt khác ( )( )22 1 2 1 2 1u u u− = − +  và ( )2 1;2 1 1u u− + =   1,0 

Suy ra ( );2 1 1u

ip + = , 1,2,...,i k =  tức là 2 1u +  có ước nguyên tố không thuộc tập 

 1 2; ;...; .kp p p   

1,0 

Từ đó ta có ( )
2 1

n
−  có ước số nguyên tố không thuộc tập  1 2; ;...; .kp p p  1,0 

5  Cho p  là một số nguyên tố và n  là một số nguyên dương. Tìm số bộ sắp thứ tự 

( )1 2 3 4, , ,a a a a  thỏa mãn  1 2 3 4, , , 0,1,2,..., 1na a a a p −  và ( )1 2 3 4 1np a a a a+ +  ? 

 

 

 Nhận xét. Nếu ( ) ( )  , 1 , 1 . 0,1,2,..., 1n nx p x p x k k p=  =  = −  là hệ thặng dư 

đầy đủ mod np . 

1,0 

TH1. Nếu ( )1 0 moda p  và với mỗi cách chọn 3 4,a a  thì tồn tại duy nhất một số 

 2 0,1,2,..., 1na p −  thỏa mãn ( )1 2 3 4 1np a a a a+ + . Do đó số bộ sắp thứ tự 

( )1 2 3 4, , ,a a a a  trường hợp này là số cách chọn ( )1 0 moda p  và 

 3 4, 0,1,2,..., 1na a p −  suy ra số bộ là : ( ) 3 3 1. .n n n n np p p p p −= − . 

1,0 

TH2. Nếu ( ) ( )1 3 40 mod , 0 moda p a a p    và với mỗi cách chọn 

( )  3 20 mod , 0,1,2,..., 1na p a p  −  thì tồn tại duy nhất một số 

  ( )4 40,1,2,..., 1 , 0 modna p a p −   thỏa mãn ( )1 2 3 4 1np a a a a+ + . Do đó số bộ 

sắp thứ tự ( )1 2 3 4, , ,a a a a  trường hợp này là số cách chọn ( )1 0 moda p  và 

( )  3 20 mod , 0,1,2,..., 1na p a p  −  suy ra số bộ là : 

 ( )( ) ( ) 3 1 3 2. .n n n n n np p p p p p  − −− = − . 

1,0 

Do đó số bộ sắp thứ tự thỏa mãn yêu cầu bài toán là: 

3 3 1 3 1 3 2 3 3 2n n n n n np p p p p p− − − −− + − = − . 

1,0 

 

                                                                                          


