Chương 4: 

VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN
QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN
BAØI 1: VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN

A) CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ


I) CÁC ĐỊNH NGHĨA

1) Vectơ, giá và độ dài của vectơ


Vectơ trong không gian là một đoạn thẳng có hướng.


Kí hiệu 
[image: image416.emf]C'
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 chỉ vectơ có điểm đầu là A điểm cuối là B. Vectơ còn được kí hiệu 
[image: image2.wmf]a, b, x, y, u, v,...
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Giá của vectơ là đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của vectơ đó. Hai vec tơ được gọi là cùng phương nếu giá của chúng song song hoặc trùng nhau. Ngược lại hai vec tơ có giá cắt nhau được gọi là hai vec tơ không cùng phương. Hai vec tơ cùng phương có thể cùng hướng hoặc khác hướng.


Độ dài của vec tơ là độ dài của đoạn thẳng có hai đầu mút là điểm đầu và điểm cuối của vec tơ đó. Vectơ có độ dài bằng 1 được gọi là vectơ đơn vị. Ta kí hiệu độ dài vec tơ là 
[image: image3.wmf]a,x,u,AB
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. Như vậy 
[image: image4.wmf]ABAB
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2) Hai vec tơ bằng nhau, vec tơ – không 


Hai vec tơ 
[image: image5.wmf]a
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 và 
[image: image6.wmf]b
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 được gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng độ dài và cùng hướng. Khi đó ta kí hiệu 
[image: image7.wmf]ab
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Vectơ – không là một vec tơ đặc biệt có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau, nghĩa là với mọi điểm A tùy ý ta có 
[image: image8.wmf]AA0
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 và khi đó mọi đường thẳng đi qua điểm A đều chứa vectơ 
[image: image9.wmf]AA
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. Do đó ta quy ước mọi vec tơ 
[image: image10.wmf]0
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 đều bằng nhau, có độ dài bằng 0 và cùng phương, cùng hướng với mọi vec tơ. Do đó ta viết 
[image: image11.wmf]AABB
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 với mọi điểm A, B tùy ý.

II) PHÉP CỘNG VÀ PHÉP TRỪ VECTƠ

1) Định nghĩa:


[image: image12.wmf]·

 Cho hai vec tơ 
[image: image13.wmf]a
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 và 
[image: image14.wmf]b
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. Trong không gian lấy một điểm A tùy ý, vẽ 
[image: image15.wmf]ABa, BCb
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. Véc tơ 
[image: image16.wmf]AC
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 được gọi là tổng của hai vec tơ 
[image: image17.wmf]a
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 và 
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, đồng thời được kí hiệu 
[image: image19.wmf]ACABBCab
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[image: image20.wmf]·

 Vec tơ 
[image: image21.wmf]b
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 là vec tơ đối của 
[image: image22.wmf]a
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 nếu 
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 và 
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, 
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 ngược hướng nhau, kí hiệu 
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[image: image28.wmf](
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2) Tính chất


[image: image29.wmf]abba
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 (tính chất giao hoán).
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 (tính chất kết hợp).
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3) Các quy tắc cần nhớ khi tính toán

[image: image1.wmf]AB
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a) Quy tắc ba điểm


Với ba điểm A, B, C bất kì ta có:



[image: image33.wmf]ABBCAC
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[image: image34.wmf]BCACAB

=-

uuuruuuruuur

 

[image: image402.emf]a+b
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b) Quy tắc hình bình hành


Với ABCD là hình bình hành ta có:
[image: image35.wmf]ACABAD
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[image: image403.emf]a+b
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c) Quy tắc hình hộp

Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ với AB, AD, AA’ là ba cạnh có chung đỉnh A và AC’ là đường chéo, ta có: 
[image: image36.wmf]AC'ABADAA'
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d) Mở rộng quy tắc ba điểm


Cho n điểm 
[image: image37.wmf]123n
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 bất kì, ta có:
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III). PHÉP NHÂN VEC TƠ VỚI MỘT SỐ 
1) Định nghĩa


Cho số 
[image: image39.wmf]k0
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 và vectơ 
[image: image40.wmf]a0
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. Tích của số k với vectơ 
[image: image41.wmf]a
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 là một vectơ, kí hiệu là 
[image: image42.wmf]ka
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, cùng hướng với vectơ 
[image: image43.wmf]a
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khi 
[image: image44.wmf]k0
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, ngược hướng với vectơ 
[image: image45.wmf]a
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khi 
[image: image46.wmf]k0
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 và có độ dài bằng 
[image: image47.wmf]k.a
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2). Tính chất


Với mọi vec tơ 
[image: image48.wmf]a,b
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 với mọi số m, n ta có:
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[image: image52.wmf]1.aa
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IV). ĐIỀU KIỆN ĐỒNG PHẲNG CỦA BA VEC TƠ
1). Khái niệm về sự đồng phẳng của ba vec tơ trong không gian


Cho ba vectơ 
[image: image56.wmf]a, b, c
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 đều khác 
[image: image57.wmf]0
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 trong không gian. Từ một điểm O bất kì ta vẽ 
[image: image58.wmf]OAa, OBb, OCc
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. Khi đó xảy ra hai trường hợp:


Trường hợp các đường thẳng 
[image: image59.wmf]OA,OB,OC

 không cùng nằm trong một mặt phẳng, ta nói ba vectơ 
[image: image60.wmf]a, b, c
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 không đồng phẳng.


Trường hợp các đường thẳng 
[image: image61.wmf]OA,OB,OC

 cùng nằm trong một mặt phẳng, ta nói ba vectơ 
[image: image62.wmf]a, b, c
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 đồng phẳng.

2). Định nghĩa


Trong không gian ba vectơ được gọi là đồng phẳng nếu các giá của chúng cùng song song với một mặt phẳng.
3). Điều kiện để  ba vectơ đồng phẳng:


Định lí 1: Trong không gian cho hai vectơ không cùng phương 
[image: image63.wmf]a
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 và 
[image: image64.wmf]b
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 và một vectơ 
[image: image65.wmf]c
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. Khi đó ba vectơ 
[image: image66.wmf]a, b, c

rurr

đồng phẳng khi và chỉ khi có cặp số m, n sao cho 
[image: image67.wmf]cmanb
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, ngoài ra cặp số m, n là duy nhất.

4). Phân tích (biểu thị) một vectơ theo ba vec tơ không đồng phẳng.


Định lí 2:


Cho 
[image: image68.wmf]a, b, c
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 là ba vectơ không đồng phẳng. Với mọi vectơ 
[image: image69.wmf]x
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 trong không gian ta đều tìm được một bộ ba số m, n, p sao cho 
[image: image70.wmf]xmanbpc
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. Ngoài ra bộ ba số m, n, p là duy nhất.


Cụ thể 
[image: image71.wmf]OXx, OAa, OBb, OCc
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 và 
[image: image72.wmf]OXOA'OB'OC'
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 với 
[image: image73.wmf]OA'ma,OB'nb,OC'pc
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. Khi đó 
[image: image74.wmf]xmanbpc
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B) PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN.

VẤN ĐỀ 1:Chứng minh đẳng thức vectơ

PHƯƠNG PHÁP


Sử dụng quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình hành, quy tắc hình hộp để biến đổi vế này thành vế kia và ngược lại.

Sử dụng các tính chất của phép toán về vec tơ và các tính chất hình học của hình đã cho.
Câu 1: Cho hình hộp ABCD.EFGH. Chứng minh 
[image: image75.wmf]ABADAEAG
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LỜI GIẢI


Theo tính chất hình hộp:




[image: image76.wmf]ABADAEABBCCGAG
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Dựa vào quy tắc hình hộp ta có thể viết ngay kết quả:




[image: image77.wmf]ABADAEAG
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Câu 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Chứng minh rằng 
[image: image78.wmf]SASCSBSD

+=+

uuuruuuruuruuur

 

LỜI GIẢI


Gọi O là tâm hình bình hành ABCD.


Ta có 
[image: image79.wmf]SASC2SO
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 (1) và 
[image: image80.wmf]SBSD2SO
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image81.wmf]SASCSBSD
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Câu 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật. Chứng minh:


[image: image82.wmf]2222
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LỜI GIẢI


Gọi O là tâm của hình chữ nhật ABCD.


Ta có 
[image: image83.wmf]OAOBOCOD
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[image: image84.wmf](
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[image: image86.wmf](
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Mà 
[image: image87.wmf]OAOC0
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 nên 
[image: image88.wmf]22222
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Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được: 
[image: image89.wmf]22222
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Từ đó suy ra 
[image: image90.wmf]2222
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Câu 4: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh:

a). 
[image: image91.wmf](
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b). Điểm G là trọng tâm của tứ diện khi và chỉ khi: 
[image: image92.wmf]GAGBGCGD0
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LỜI GIẢI

a). Sử dụng quy tắc ba điểm, ta có:



[image: image93.wmf]MNMAADDN
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  (1) và  
[image: image94.wmf]MNMBBCCN
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 (2).


Cộng (1) và (2) vế theo vế, ta có:



[image: image95.wmf](
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Hoàn toàn tương tự, ta chứng minh được:  
[image: image96.wmf](
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b). Theo tính chất trung điểm có:



[image: image97.wmf]GAGB2GM
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 và 
[image: image98.wmf]GCGD2GN
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Do đó 
[image: image99.wmf]GAGBGCGD02GM2GN0GMGN0
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 G là trung điểm MN
[image: image100.wmf]Û

 G là trọng tâm tứ diện ABCD.

Câu 5: Cho hình chóp S.ABCD 

a). Chứng minh rằng nếu ABCD là hình bình hành thì 
[image: image101.wmf]SASCSBSD
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. Điều ngược lại có đúng không?

b). Gọi O là giao điểm của AC và BD. Chứng tỏ rằng ABCD là hình bình hành khi và chỉ khi 
[image: image102.wmf]SASCSBSD4SO
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.


LỜI GIẢI

a). Ta có 
[image: image103.wmf]SASCSBSDSASBSDSCBACD
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.


Vậy với hình chóp S.ABCD  thì đáy ABCD là hình bình hành khi và chỉ khi 
[image: image104.wmf]SASCSBSD
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b). Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AC, BD thì:



[image: image105.wmf]OAOC2OM
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 và 
[image: image106.wmf]OBOD2ON
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Theo đề bài có 
[image: image107.wmf]SASCSBSD4SO
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[image: image108.wmf]SOOASOOBSOOCSOOD4SO
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[image: image109.wmf](
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. Điều này chứng tỏ ba điểm O, M, N thẳng hàng và O trung điểm của MN. Mặt khác 
[image: image110.wmf]MAC,

Î

 
[image: image111.wmf]NBD,
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]OACBD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image113.wmf]OMN
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, có nghĩa O trung điểm của AC và BD, hay ABCD là hình bình hành.

Câu 6: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ với tâm O. Chứng minh:

a). 
[image: image114.wmf]AC'ABADAA'
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b). 
[image: image115.wmf]ABB'C'D'DADD'C'B'BA'C
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c). 
[image: image116.wmf]OAOBOCODOA'OB'OC'OD'0
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LỜI GIẢI

a). Ta có ABCD và A’B’C’D’ là các hình bình hành, nên:




[image: image117.wmf]AC'ACAA'ABADAA'
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b). Ta có:



[image: image118.wmf]ABB'C'D'DABBCC'CACC'CA'C'C'CA'C
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Vì 
[image: image119.wmf]ADB'C'; D'C'AB; B'BD'D
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 nên:



[image: image120.wmf]ABB'C'D'DADD'C'B'BA'C
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c). Vì O là tâm nên O là trung điểm của các đường chéo AC’, BD’, CA’, do đó:



[image: image121.wmf]OAOBOCODOA'OB'OC'OD'
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Câu 7: Cho tứ diện ABCD. Gọi I, J, H, K, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, CD, BC, AD, AC, BD. Chứng minh:


[image: image123.wmf](
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LỜI GIẢI

Ta có: 


[image: image124.wmf]·
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[image: image129.wmf]222
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            (2)


[image: image130.wmf]·
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[image: image132.wmf]222
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          (3)


Lấy (1), (2), (3) vế cộng theo vế được:
[image: image133.wmf](
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Mà: 
[image: image135.wmf](
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Do đó: 
[image: image137.wmf](
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Câu 8: Chứng minh rằng tứ diện ABCD và A’B’C’D’ có cùng trọng tâm khi và chỉ khi 
[image: image138.wmf]AA'BB'CC'DD'0
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LỜI GIẢI


Gọi G và G’ lần lượt là trọng tâm của các tứ diện ABCD và A’B’C’D’. Theo tính chất trọng tâm có:



[image: image139.wmf]GAGBGCGD0
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 và 
[image: image140.wmf]G'A'G'B'G'C'G'D'0
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Sử dụng quy tắc ba điểm: 
[image: image141.wmf]AA'BB'CC'DD'0
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[image: image144.wmf]GG'0GG'
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Câu 9: Cho tứ diện ABCD. Hãy xác định hai điểm E và F thỏa:

a). 
[image: image145.wmf]AEABACAD
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            b). 
[image: image146.wmf]AFABACAD
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LỜI GIẢI

a) Gọi G trọng tâm tam giác BCD. Theo tính chất trọng tâm có

 
[image: image147.wmf]ABACAD3AGAE3AG
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b). Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC và AD. Thì:



[image: image148.wmf](
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Cho tứ diện ABCD. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Chứng minh:


[image: image149.wmf]DADBDC3DG
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Ta có: 
[image: image150.wmf]0
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Vậy 
[image: image151.wmf]DADBDC3DG
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Câu 10: Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AC và BD của tứ diện ABCD. Gọi I là trung điểm của đoạn thẳng MN, và P là một điểm bất kỳ trong không gian. Chứng minh:

a). 
[image: image152.wmf]IAIBICID0
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b). 
[image: image153.wmf](
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a). Theo tính chất trung điểm có: 
[image: image154.wmf]MAMC0
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 , 
[image: image155.wmf]NBND0
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, 
[image: image156.wmf]IMIN0
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Áp dụng quy tắc ba điểm, ta có:
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b). Theo câu a), ta chứng minh được: 
[image: image159.wmf]IAIBICID0
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. Áp dụng quy tắc ba điểm, ta có:
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[image: image162.wmf](
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DẠNG 2: TÍNH TOÁN VÀ BIỂU DIỄN

Câu 1: Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’. Đặt 
[image: image163.wmf]AA'a; ABb; ACc

===
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.

a). Hãy biểu diễn các véc tơ 
[image: image164.wmf]B'C,BC'
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 theo các véc tơ 
[image: image165.wmf]a, b, c
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.

b). Gọi G’ là trọng tâm của tam giác A’B’C’. Biểu thị véc tơ 
[image: image166.wmf]AG'
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 qua  
[image: image167.wmf]a, b, c
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.
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a). Ta có:


[image: image168.wmf]·

 
[image: image169.wmf]B'CB'BB'C'AA'A'C'A'B'abc
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[image: image170.wmf]·

 
[image: image171.wmf]BC'BB'BCAA'ACABabc
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b). Vì G’ là trọng tâm tam giác A’B’C’, nên có:


[image: image172.wmf](
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[image: image173.wmf](
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Câu 2: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’. Đặt 
[image: image174.wmf]ABa; ADb; AA'c
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. Hãy biểu thị các véctơ 
[image: image175.wmf]AC', BD', CA', DB', BC', A'D
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 theo các véc tơ 
[image: image176.wmf]a, b, c
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.
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[image: image177.wmf]AC'AA'ACAA'ABADabc
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[image: image178.wmf]BD'BAADDD'ABADDD'abc
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[image: image180.wmf]=--
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[image: image181.wmf]DB'DAAB'ADAA'ABabc
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[image: image182.wmf]BC'BB'BCAA'ADbc
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[image: image183.wmf]A'DA'AA'D'AA'ADbc
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DẠNG 3: Chứng minh ba vectơ đồng phẳng.


PHƯƠNG PHÁP GIẢI


Dựa vào định nghĩa, chứng tỏ các vectơ 
[image: image184.wmf]a, b, c
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 có giá song song với một mặt phẳng.


Ba vectơ 
[image: image185.wmf]a, b, c
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 đồng phẳng 
[image: image186.wmf]Û

 có cặp số  m, n duy nhất sao cho 
[image: image187.wmf]cmanb
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, trong đó 
[image: image188.wmf]a,b

rur

 là hai vectơ không cùng phương.
Câu 1: a). Cho tứ diện ABCD. Trên cạnh AD lấy điểm M sao cho 
[image: image189.wmf]AM3MD
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 và trên cạnh BC lấy điểm N sao cho 
[image: image190.wmf]NB3NC
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. Chứng minh rằng ba véc tơ 
[image: image191.wmf]AB, DC, MN

uuuruuuruuuur

 đồng phẳng. 

 b). Cho hình hộp ABCD.EFGH. Gọi I là giao điểm của hai đường chéo của hình bình hành ABFE và K là giao điểm của hai đường chéo của hình bình bình hành BCGF. Chứng minh ba véc tơ 
[image: image192.wmf]BD, IK, GF
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 đồng phẳng.
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a). Theo giả thuyết có 
[image: image193.wmf]AM3MD
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 và 
[image: image194.wmf]NB3NC

=-

uuuruuuur



Mặt khác 
[image: image195.wmf]MNMAABBN
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  (1).


Và 
[image: image196.wmf]MNMDDCCN3MN3MD3DC3CN

=++Þ=++

uuuuruuuuruuuruuuruuuuruuuuruuuruuur

 (2).


Cộng đẳng thức (1) và (2) vế theo vế ta có:



[image: image197.wmf]00
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. Từ hệ thức này chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image198.wmf]AB,DC,MN
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 đồng phẳng.

b). Ta có 
[image: image199.wmf](
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 (Vì 
[image: image200.wmf]AC2IK
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 ).

Vậy 
[image: image201.wmf]BD2GF2IK
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. Từ hệ thức này chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image202.wmf]BD, IK, GF
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 đồng phẳng.

Câu 2: Trong không gian cho tam giác ABC.

a). Chứng minh rằng nếu điểm M thuộc mp(ABC) thì có ba số x, y, z  mà 
[image: image203.wmf]xyz1
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 sao cho 
[image: image204.wmf]OMxOAyOBzOC
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 với mọi O.

b). Ngược lại có một điểm O trong không gian sao cho: 
[image: image205.wmf]OMxOAyOBzOC
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, trong đó 
[image: image206.wmf]xyz1
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 thì điểm M thuộc mp(ABC).
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a). Vì ABC là tam giác nên hai véc tơ 
[image: image207.wmf]AB, AC
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 không cùng phương. Điểm M thuộc (ABC) suy ra ba véc tơ 
[image: image208.wmf]AB, AC, AM
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 đồng phẳng, tức là có một cặp số y, z thỏa:


[image: image209.wmf](
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[image: image210.wmf](
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Đặt 
[image: image211.wmf]x1yzxyz1
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Khi đó ta có 
[image: image212.wmf]OMxOAyOBzOC
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  (1)        với 
[image: image213.wmf]xyz1
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            (2).

b). Ngược lại, nếu có một điểm O trong không gian sao cho:



[image: image214.wmf]OMxOAyOBzOC
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, trong đó 
[image: image215.wmf]xyz1
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 thì 
[image: image216.wmf]M(ABC)
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Thật vậy từ (2) suy ra 
[image: image217.wmf]x1yz
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 thay vào (1) được:



[image: image218.wmf](
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[image: image219.wmf](
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[image: image220.wmf](
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[image: image221.wmf]AMyABzAC
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                                    (3).


Hệ thức (3) chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image222.wmf]AB, AC, AM
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 đồng phẳng và có cùng gốc A suy ra 
[image: image223.wmf]M(ABC)

Î

.

Câu 3: Cho hình chóp S.ABC. Trên các tia SA, SB, SC lần lượt lấy các điểm A’, B’, C’ thỏa 
[image: image224.wmf]SAaSA', SBbSB', SCcSC'
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, trong đó a, b, c là các số thay đổi. Chứng minh rằng mp(A’B’C’) đi qua trọng tâm của của tam giác ABC khi và chỉ khi 
[image: image225.wmf]abc3
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.


LỜI GIẢI


Vì A’, B’, C’ lần lượt thuộc các tia SA, SB, SC sao cho  
[image: image226.wmf]SAaSA', SBbSB',
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[image: image227.wmf]SCcSC'
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, nên: 
[image: image228.wmf]SAaSA', SBbSB', SCcSC'
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Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, theo tính chất trọng tâm có:


[image: image229.wmf](
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.


Mặt phẳng (A’B’C’) đi qua điểm G khi và chỉ khi bốn điểm G, A’, B’, C’ đồng phẳng, nên theo ví dụ trên, điều đó xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image230.wmf]abc

1abc3
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++=Û++=

.

Câu 4: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Trên các cạnh AD và BC lần lượt lấy các điểm P và Q sao cho 
[image: image231.wmf]2

APAD
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 và 
[image: image232.wmf]2

BQBC

3
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. Chứng minh rằng bốn điểm M, N, P, Q cùng thuộc một mặt phẳng.
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Có 
[image: image233.wmf]00
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[image: image234.wmf](
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  (1).

Vì 
[image: image235.wmf]23
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 và 
[image: image236.wmf]23
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, từ đó (1) suy ra:



[image: image237.wmf](
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Vậy 
[image: image238.wmf](
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 chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image239.wmf]MN, MP, MQ
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 đồng phẳng, nên bốn điểm M, N, P, Q cùng thuộc một mặt phẳng.

Câu 5: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Trên các cạnh AD và BC lần lượt lấy các điểm P và Q sao cho 
[image: image240.wmf]PAkPD
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 và 
[image: image241.wmf]QBkQC,
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[image: image242.wmf](
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¹

. Chứng minh rằng bốn điểm M, N, P, Q cùng thuộc một mặt phẳng.
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Có 
[image: image243.wmf]MAkMD
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; 
[image: image244.wmf]MBkMC
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Có 
[image: image245.wmf]MAMB0
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 và 
[image: image246.wmf]MCMD2MN
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. Do đó:



[image: image247.wmf](

)

MAMBkMCMD

MAkMDMBkMC2k

MPMQMN

1k1k1k1k

+-+

--

+=+==

----

uuuuruuuuruuuuruuuur

uuuuruuuuruuuuruuuur

uuuuruuuuruuuur

 



[image: image248.wmf]2k2k
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 chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image249.wmf]MN, MP, MQ
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 đồng phẳng, nên bốn điểm M, N, P, Q cùng thuộc một mặt phẳng.

Câu 6: Cho tam giác ABC. Lấy điểm S nằm ngoài mặt phẳng (ABC). Trên đoạn SA lấy điểm M sao cho 
[image: image250.wmf]MS2MA
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 và trên đoạn BC lấy điểm N sao cho 
[image: image251.wmf]1
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. Chứng minh rằng ba véc tơ 
[image: image252.wmf]AB, MN, SC
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 đồng phẳng.
[image: image407.emf]c
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Có 
[image: image253.wmf]=-=+-
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[image: image254.wmf]=+-
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[image: image255.wmf](
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[image: image256.wmf]=+
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Vậy 
[image: image257.wmf]12
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 chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image258.wmf]AB, MN, SC
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 đồng phẳng.

Câu 7: Cho tứ diện ABCD. Gọi G là trọng tâm tam giác BCD. Hai điểm M, N lần lượt thuộc BC, CD sao cho 
[image: image259.wmf]BM1NC3
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. Chứng minh rằng bốn điểm A, M, N, G đồng phẳng.
[image: image408.emf]N
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Có 
[image: image260.wmf]BM1
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     (1).
     
[image: image261.wmf]NC3
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   (2).

Lấy (1) cống với (2) vế theo vế được: 


[image: image262.wmf]4AM5AN
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Vì G trọng tâm 
[image: image263.wmf]BCD
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 nên 
[image: image264.wmf](
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   (4).


Thay (3) vào (4) được: 
[image: image265.wmf]45
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, từ hệ thức này chứng tỏ ba véc tơ 
[image: image266.wmf]AG, AM, AN
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 đồng phẳng. Suy ra bốn điểm A, M, N, G đồng phẳng.

Câu 8: Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BB’ và A’C’. Điểm K thuộc B’C’ sao cho 
[image: image267.wmf]KC'2KB'
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. Chứng minh rằng bốn điểm A, I, J, K cùng thuộc một mặt phẳng.
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Đặt 
[image: image268.wmf]AA'a,ABb,ACc
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 . Ta có:
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       (1).
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       (2).


[image: image271.wmf](
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Từ (1), (2), (3) suy ra 
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 chứng tỏ ba véc tơ 
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 đồng phẳng, nên bốn điểm A, K, I, J cùng thuộc một mặt phẳng.

Câu 9: Cho tứ diện ABCD, M và N là các điểm lần lượt thuộc AB và CD sao cho 
[image: image274.wmf]MA2MB, ND2NC
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. Các điểm I, J, K lần lượt thuộc AD, MN, BC sao cho 
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. Chứng minh rằng các điểm I, J, K thẳng hàng.
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Ta có 
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Từ (2) có 
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Từ (1), (3) ta có: 
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Chứng minh tương tự có: 
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Mặt khác 
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 nên: 
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Từ 
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 suy ra 
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. Vậy ba điểm I, J, K thẳng hàng.

Câu 10: Cho tứ diện ABCD. Lấy các điểm M, N, P, Q lần lượt thuộc các cạnh AB, BC, CD, DA sao cho 
[image: image288.wmf]121
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. Hãy xác định k để bốn điểm P, Q, M, N cùng nằm trên một mặt phẳng.
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Ta có 
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 mặt khác 
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 nên 
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Nếu có k để các điểm M, N, P, Q thuộc một mặt phẳng thì (MNQ) cắt (ACD) theo giao tuyến PQ nên 
[image: image292.wmf]PQAC
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Mặt khác 
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 nên 
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, Vậy 
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 thì các điểm M, N, P, Q cùng thuộc một mặt phẳng.

Câu 11: Cho hình tứ diện ABCD. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD; M là điểm thuộc AC sao cho 
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; N là điểm thuộc BD sao cho 
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. Chứng minh rằng các điểm I, J, M, N cùng thuộc một mặt phẳng khi và chỉ khi 
[image: image298.wmf]12
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Vì 
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Tương tự, ta có: 
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Mặt khác có: 
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Để các điểm I, J, M, N cùng thuộc một mặt phẳng, điều kiện cần và đủ là ba véc tơ 
[image: image302.wmf]IM, IN, IJ
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 đồng phẳng. Rõ ràng là 
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 không cùng phương, nên điều khẳng định 
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 đồng phẳng tương đương với 
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Hay 
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Do 
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 không đồng phẳng nên đẳng thức trên tương đương với:
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DẠNG 4: Tính góc giữa hai vectơ hoặc giữa hai đường thẳng:

Áp dụng 
[image: image311.wmf]¶
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Chú ý: Góc giữa hai đường thẳng là góc nhọn. 


Nếu tính 
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 góc giữa hai đường thẳng AB và CD là 
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Nếu tính 
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 góc giữa hai đường thẳng AB và CD là 
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Câu 1: Cho tứ diện ABCD có 
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. Tính góc giữa hai véc tơ 
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Có 
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Có 
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Câu 2: Cho hình chóp S.ABC có 
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 và 
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. Tính góc giữa hai véc tơ 
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 và 
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Có 
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Ngoài ra có 
[image: image332.wmf](

)

-

===-

uuuruuur

uuuruuur

2

a

AB.SC1

2

cosAB,SC

AB.SCa.a2




[image: image333.wmf](

)

Þ=

uuuruuur

0

AB,SC120

.
Câu 3: Cho tứ diện có tất cả các cạnh bằng m. Các điểm M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và CD.

a). Tính độ dài MN.

b). Tính góc giữa đường thẳng MN với các đường thẳng BC, AB và CD.
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Mà 
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Vậy 
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Vậy góc giữa hai đường thẳng MN và AB bằng 
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Vậy 
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. Vậy góc giữa hai đường thẳng MN và BC bằng 
[image: image344.wmf]0
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Câu 4: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC và AD. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD. Biết 
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Gọi I trung điểm của AC. Có 
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Trong 
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. Áp dụng định lý cosin cho
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Vậy    
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Câu 5: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có tất cả các cạnh đều bằng a, 
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a). Tính góc giữa các cặp đường thẳng AB và A’D, AC’ với B’D.

b). Tính diện tích các hình A’B’CD và ACC’A’.

c). Tính góc giữa đường thẳng AC’ và các đường thẳng AB, AD, AA’.
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Đặt 
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 Trong 
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Ta có 
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Vậy 
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Vậy góc giữa hai đường thẳng AB và A’D bằng 
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 Ta có 
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Vậy góc giữa AC’ và B’D bằng 
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c).
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Vậy 
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Vậy góc giữa hai đường thẳng AC’ và AB bằng 
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Vậy 
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Vậy góc giữa hai đường thẳng AC’ và AD bằng 
[image: image383.wmf]1
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 Hai đường thẳng AC’ và AA’ vuông góc với nhau. Suy ra góc giữa chúng bằng 
[image: image385.wmf]0
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Câu 6: Cho tứ diện ABCD, biết 
[image: image386.wmf]ABAC,ABBD
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. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của AB và CD. Chứng minh rằng AB và CD vuông góc với nhau.
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Câu 7: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh a.

a). Tính góc giữa AC và DA’.

b). Chứng minh rằng 
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Ngoài ra 
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Vậy góc giữa AC và DA’ là 
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Chứng tỏ BD vuông góc với AC’.
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