B. Định lý ptolemy.

Định lý Ptolemy trong tứ giác:


a) Bất đẳng thức Ptolemy: Trong một tứ giác, tổng các tích của các cạnh đối không nhỏ hơn tích hai đường chéo.
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Công thức:
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Chứng minh:

Cách chứng minh quen thuộc nhất là:

Xác định điểm M trong tứ giác sao cho 
[image: image3.wmf]·
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 và 
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Khi đó: 
[image: image5.wmf]~
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 suy ra BD.CM=AB.CD. (1)

Từ kết quả trên có:


[image: image6.wmf]~
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 suy ra BD.AM=AD.BC (2)

Từ (1),(2) có 
[image: image7.wmf]..()..
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BĐT được chứng minh, dấu bằng khi A,M,C thẳng hàng hay tứ giác ABCD nội tiếp.

*Ngoài ra còn có định lý Casey – Ptolemy tổng quát, nhưng trong bài viết này, tôi chỉ trình bày những ứng dụng của Ptolemy cho tứ giác, cũng là trường hợp hay được sử dụng nhất của Ptolemy tổng quát.

b) Đẳng thức Ptolemy: Trong tứ giác nội tiếp, tổng các tích các cạnh đối bằng tích hai đường chéo.
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Công thức:
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Đây là trường hợp đặc biệt của BĐT Ptolemy, khi tứ giác ABCD nội tiếp.
C. một số bài tập ứng dụng và mở rộng



I. ứng dụng chứng minh một số BĐT Hình Học và Đại Số

Bài 1: (IMO Shortlist 1996):


Cho tam giác ABC nội tiếp (O) bán kính R. H,I,K theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác BOC,COA,AOB. Dựng 
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. Chứng minh các bất đẳng thức sau:


a) 
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b) 
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Chứng minh:

Đặt 
[image: image16.wmf]·
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Khi đó, rất dễ dàng, ta chứng minh được:

[image: image19.wmf]'
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Có tứ giác A’BOC nội tiếp, theo đẳng thức Ptolemy: 
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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.Tương tự: 
[image: image23.wmf]'.
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[image: image24.wmf]'.

xy

OCR

z

+

=

.

Nhân vế với vế của các đẳng thức trên ta chứng minh được câu a.

( Chú ý BĐT: 
[image: image25.wmf]()()()8
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 với x,y,z là các số thực dương)


Từ kết quả trên ta cũng chứng minh được câu b.


Nhận xét: từ cách chứng minh ở bài toán trên ta có được bài toán tổng quát hơn cho IMOSL1996:

Bài 2: Cho tam giác ABC. O là một điểm bất kỳ nằm trong tam giác. AO cắt (BOC) ở A’, BO cắt (COA) ở B’, CO cắt (AOB) ở C’. Chứng minh các BĐT:


a) 
[image: image26.wmf]'.'.'8...

OAOBOCOAOBOC

³



b) 
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Bài 3: Cho tam giác ABC và điểm M bất kỳ nằm trên (O) ngoại tiếp ABC. Chứng minh rằng: 
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Chứng minh:Hiển nhiên ta có vế phải.

Ta chứng minh vế trái bằng phản chứng: Giả sử: 
[image: image30.wmf]min{;;}
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Không giảm tổng quát, giả sử M nằm trên cung BC không chứa A

Do tứ giác ABMC nội tiếp, áp dụng đẳng thức Ptolemy có: 
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Khi đó:
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Mặt khác: 
[image: image35.wmf]min{;;}
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 suy ra:
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Từ đó: 
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(1),(2) mâu thuẫn, giả sử là sai, vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài 4: Cho tứ giác ABCD, AB//CD. Chứng minh : 
[image: image40.wmf]ADBCACBD

-£-

.


[image: image41.emf] 

D  

C  

A  

B  


Chứng minh:Dễ dàng chứng minh:
[image: image42.wmf]2222
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Từ đó BĐT tương đương với BĐT: 
[image: image43.wmf]...
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, đây chính là BĐT Ptolemy. Vậy có đpcm.

Bài 5: Chứng minh BĐT sau với a,b,c dương:


[image: image44.wmf]222222
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Chứng minh: (hình vẽ trang sau)


Xác định trên mặt phẳng 4 điểm O,A,B,C sao cho 
[image: image45.wmf]·

·
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 và OA=a, OB=b, OC=c.

Dùng định lý hàm số cosin ta có các kết quả:



[image: image46.wmf]22
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Sử dụng BĐT Ptolemy cho tứ giác OABC ta có: 
[image: image49.wmf]...
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Kết hợp các điều trên ta có điều phải chứng minh.
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*Từ bài toán trên ta có kết quả sau:

Với x,y,z là các số thực dương thì ta có bất đẳng thức: (Singapore MO)


[image: image51.wmf]222222
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Bài 6 (INMO1998): Cho tứ giác ABCD nằm trong (O) bán kính R = 1cm. Chứng minh rằng 
[image: image52.wmf]...4
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 khi và chỉ khi ABCD là hình vuông.

Chứng minh

Hiển nhiên ta có phần đảo.

Nếu 
[image: image53.wmf]...4
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Ta có: 
[image: image54.wmf]4...2...4
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(Vì AC,BD có độ dài không vượt quá 2.)

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi tứ giác ABCD là hình vuông.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài 7: Cho tam giác ABC nội tiếp (O). phân giác 
[image: image55.wmf]·
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 cắt (O) tại D khác A. K,L lần lượt là hình chiếu của B,C trên AD. Chứng minh 
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Chứng minh:


Do BKA,CLA là các tam giác vuông nên ta có: 
[image: image58.wmf]().sin
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Mặt khác tứ giác ABDC nội tiếp nên theo đẳng thức Ptolemy ta có:


[image: image59.wmf]2.cos
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[image: image60.wmf]sin2.sin.cos
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Từ đó suy ra: 
[image: image61.wmf]sin1
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. Vậy ta có đpcm.

Ptolemy cũng rất hiệu quả trong việc xây dựng và chứng minh các đẳng thức Hình học:

II. ứng dụng trong chứng minh đẳng thức hình học:

Bài 8 (HongKong TST 2000) Cho tam giác ABC vuông có BC>CA>AB. D là một điểm trên cạnh BC, E là một điểm trên cạnh AB. Kéo dài BA về phía A sao cho BD=BE=CA. Gọi P là điểm nằm trên cạnh AC sao cho EBDP nội tiếp. Q là giao điểm thứ hai của BP 
và (ABC). Chứng minh: AQ+CQ=BP.
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Chứng minh:


Dễ dàng chứng minh được: 
[image: image63.wmf]~
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 suy ra 
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và 
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Do tứ giác BEPD nội tiếp nên: 
[image: image66.wmf]...
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Vậy có điều phải chứng minh.

Bài 9 (China League 1989) Tam giác ABC (AB>AC) nội tiếp (O). Phân giác ngoài tại A cắt (O) tại E. Gọi F là hình chiếu của E trên AB. Chứng minh rằng:

2AF = AB – AC
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Chứng minh:

Đặt 
[image: image68.wmf]·
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Lại có tứ giác AEBC nội tiếp, áp dụng đẳng thức Ptolemy ta có:


[image: image73.wmf]....2.sin90.2.sin.2.cos
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Từ đó suy ra: 
[image: image74.wmf]2.().cos2.2.cos
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 hay AB - AC = 2AF.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

* Giả sử với trường hợp đặc biệt, AB = 3AC, ta có bài toán mới:


Cho tam giác ABC có AB = 3AC nội tiếp (O), phân giác ngoài tại A cắt (O)  tại E. F hình chiếu của E trên AB. Chứng minh tam giác AFC cân.
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Bài 10 (China League 2000) Cho tam giác nhọn ABC, điểm E,F trên cạnh BC sao cho
[image: image76.wmf]·
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, kéo dài AE cắt (O) ngoại tiếp tam giác ABC tại D. Chứng minh 
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Chứng minh:
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Đặt 
[image: image81.wmf]·

·

BAECAF

a

==

, 
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Ta có: 
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II- Một số ứng dụng của Ptolemy trong chứng minh các đẳng thức và bất đẳng thức trong tam giác

1. Xét tam giác ABC với các đường trung tuyến


[image: image86]
Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm của BC,CA,AB.

- Xét hình bình hành ANMP có : 
[image: image87.wmf]22
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Cộng vế các BĐT tương tự ta thu được kết quả:

1.1. 
[image: image89.wmf]222222

222

bccaab

AMBNCP

abc

+++

++£++


Làm trội bằng BĐT Chebyshev ta có kết quả khác:

1.2. 
[image: image90.wmf]3
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- Ptolemy cho tứ giác APGN được:
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, cộng vế các BĐT tương tự thu được kết quả:

1.3. 
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- Ptolemy cho tứ giác AHMN ta có:


[image: image93.wmf]...

AHMNANMHAMHN

+³

, làm trội một chút ta có kết quả sau:
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[image: image95.wmf]ABAC

£

)

- Ptolemy cho tứ giác BPNC có ta lại có kết quả khác:

1.5. 
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-  Gọi D,E,F là hình chiếu của G trên CA,AB,BC. Sử dụng Ptolemy cho tứ giác BEGF có 
[image: image97.wmf]...
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1.6. 
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2. Xét tam giác ABC với các đường cao
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Gọi AD,BE,CF là các đường cao, H trực tâm tam giác ABC.

- Ta thấy tứ giác BFEC nội tiếp nên theo đẳng thức Ptolemy: 
[image: image100.wmf]...
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Cộng theo vế các đẳng thức tương tự ta có đẳng thức sau:

2.1. 
[image: image101.wmf]2
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- Sử dụng Ptolemy cho tứ giác AEDF có: 

[image: image102.wmf]...
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2.2. 
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Cộng vế các BĐT tương tự ta có:

2.3. 
[image: image105.wmf],,,,
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 (BĐT này không xảy ra đẳng thức)

- Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC; M,N,P theo thứ tự là trung điểm của BC,CA,AB. Hiển nhiên AH=2OM; BH=2ON; CH=2OP.

Khi đó với các tứ giác nội tiếp OMCN, OPBM, OPAN ta có đẳng thức:

2.4. 
[image: image106.wmf].().().().()
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thay vào KQ trên ta được:

2.5. 
[image: image107.wmf](
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- Do Ptolemy đúng với cả tứ giác lõm nên ta có BĐT:

2.6. 
[image: image108.wmf](
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3. Xét tam giác ABC với các đường phân giác:
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- Gọi I,O theo thứ tự là tâm đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC.

D,E,F theo thứ tự là hình chiếu của I trên AB,BC,CA.

Sử dụng đẳng thức Ptolemy cho tứ giác AFIE có:
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Chú ý với IA,IB,IC ta đều có: 
[image: image113.wmf](,,)
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.Do I là tâm tỉ cự của hệ điểm (A,B,C) với các hệ số a,b,c. Suy ra: 
[image: image114.wmf](
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. Bình phương 2 vế rồi rút gọn ta được:
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. Cộng vế các BĐT ban đầu ta có kết quả:

3.1. 
[image: image116.wmf](

)

(

)

ABC

OIRDEEFFDS

+++£


Ta có:
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Thay vào BĐT 3.1 và kết hợp với 2.3 ta thu được 1 kết quả khác khá dài, và không được đẹp mắt cho lắm…


3.2. 
[image: image118.wmf]3sin
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