
Chương 3
Chuyên đề 17. ĐỊNH LÝ MENELAUS, ĐỊNH LÝ CE-VA, ĐỊNH LÝ VAN-OBEN
A. Kiến thức cần nhớ
1. Định lý Menelaus
Menelaus sinh ra khoảng năm 
[image: image910.png]


 và mất khoảng năm 
[image: image2.wmf]130

, những gì được biết về cuộc đời ông rất ít, thông qua một số tác phẩm khoa học của những người sau. Chỉ biết chung chung rằng ông có một thời là  sinh viên trường đại học Alexandrie cổ đại, rồi làm cán bộ giảng dạy cũng ở đó và về sau thành nhà thiên văn học ở La Mã. Trong hình học ông có một định lý nổi tiếng mang tên ông: định lý Menelaus.

- Định lý: Cho tam giác 
[image: image3.wmf]ABC

 và ba điểm 
[image: image4.wmf]A,B,C
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 (không trùng với các đỉnh của tam giác) lần lượt trên các đường thẳng 
[image: image5.wmf]BC,CA

 và 
[image: image6.wmf]AB

 sao cho cả ba điểm 
[image: image7.wmf]A,B,C

¢¢¢

 đều nằm trên phần kéo dài của ba cạnh, hoặc một trong ba điểm nằm trên phần kéo dài một cạnh và hai điểm còn lại nằm trên hai cạnh của tam giác. Điều kiện cần và đủ để 
[image: image8.wmf]A,B,C
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 thẳng hàng là: 
[image: image9.wmf]1
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.
Giải

· Trường hợp 1. Nếu trong ba điểm 
[image: image10.wmf]A,B,C
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 có đúng hai điểm thuộc cạnh của tam giác 
[image: image11.wmf]ABC

, chẳng hạn là điểm 
[image: image12.wmf]B

¢

 và 
[image: image13.wmf]C

¢

.

· [image: image1.wmf]70

Nếu 
[image: image14.wmf]A,B,C

¢¢¢

 thẳng hàng. 
Qua 
[image: image15.wmf]A

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image16.wmf]BC


cắt 
[image: image17.wmf]BC
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 tại 
[image: image18.wmf]M

, ta có:


[image: image19.wmf]CAAMBCAC
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. Vậy:


[image: image20.wmf]1
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· Ngược lại, nếu 
[image: image21.wmf]1
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Gọi 
[image: image22.wmf]A
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là giao điểm của 
[image: image23.wmf]BC

¢¢

 với 
[image: image24.wmf]BC

.

Theo phần thuận: 
[image: image25.wmf]1

ABBCCA

..

ACBACB

¢¢¢¢

=

¢¢¢¢

. Suy ra: 
[image: image26.wmf]ABAB
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Do 
[image: image27.wmf]B,C
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 lần lượt thuộc cạnh 
[image: image28.wmf]CA,AB

 nên 
[image: image29.wmf]A
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 nằm ngoài cạnh 
[image: image30.wmf]BC

.

Vậy 
[image: image31.wmf]ABAB
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 và 
[image: image32.wmf]A,A
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 cùng nằm ngoài đoạn 
[image: image33.wmf]BC

.

Suy ra 
[image: image34.wmf]AA
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º
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Vậy ba điểm 
[image: image35.wmf]A,B,C
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 thẳng hàng.

Trường hợp 2. Trong ba điểm 
[image: image36.wmf]A,B,C
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 không có điểm nào thuộc cạnh của tam giác được chứng minh tương tự.

2. Định lý Ce-va.

- Ce-va là kỹ sư người Ý, nhưng yêu thích Toán học. Ông sinh năm 
[image: image37.wmf]1648

, mất năm 
[image: image38.wmf]1734

. Thời thanh niên Ce-va theo học ở Đại học Pise rồi giúp việc cho Quận công vùng Mantoue. Công trình nghiên cứu của ông là về Cơ học và Hình học. Đời sau biết đến ông thông qua một định lý hình học mang tên ông: định lý Ce-va.

- Định lý: Cho ba điểm 
[image: image39.wmf]D,E,F

 nằm trên ba cạnh tương ứng 
[image: image40.wmf]BC,CA,AB

 của tam giác 
[image: image41.wmf]ABC

 (không trùng với ba đỉnh của tam giác) khi đó ba đường thẳng 
[image: image42.wmf]AD,BE,CF

 đồng quy khi và chỉ khi 
[image: image43.wmf]1
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.
Giải

· Xét đường thẳng 
[image: image44.wmf]AD,BE,CF

 đồng quy 

[image: image880.png]


Qua 
[image: image45.wmf]A

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image46.wmf]BC

, đường thẳng này cắt đường thẳng 
[image: image47.wmf]BE,CF

 lần lượt tại  
[image: image48.wmf]Q

 và 
[image: image49.wmf]P

.

Áp dụng định lý Ta-lét, ta có: 

[image: image50.wmf]FAAPECBC
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[image: image51.wmf]APAQAMAPCD
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Từ đó suy ra: 
[image: image52.wmf]1

DBECFAAQBCAP
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DCEAFBAPAQBC
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Ngược lại, nếu 
[image: image53.wmf]1
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Gọi 
[image: image54.wmf]M

 là giao điểm của 
[image: image55.wmf]BE

 và 
[image: image56.wmf]CF

. Gọi 
[image: image57.wmf]D

¢

 là giao điểm của 
[image: image58.wmf]AM

 và 
[image: image59.wmf]BC

.

Theo phần thuận, ta có:


[image: image60.wmf]1
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[image: image61.wmf]DBDB
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Vậy 
[image: image62.wmf]AD,BE,CF

 đồng quy.

3. Định lý Van Oben.

- Van Oben (Van Aubel) sinh ngày 
[image: image63.wmf]20111830

..

 tại Maastricht (Hà Lan), mất ngày 
[image: image64.wmf]03021906

..

 tại Anlwerpen (Bỉ). Ông nghiên cứu và dạy Toán cho các lớp dự bị đại học ở Atheneum, Maastricht (Hà Lan) và đại học Gent (Bỉ). Trong quá trình nghiên cứu, ông công bố nhiều tính chất, định lý hình học đặc sắc mang tên ông
- Định lý: Cho 
[image: image65.wmf]M

 là một điểm nằm trong tam giác 
[image: image66.wmf]ABC

. Gọi 
[image: image67.wmf]D,E,F

 thứ tự là giao điểm của 
[image: image68.wmf]AM,BM,CM

 với các cạnh 
[image: image69.wmf]BC,AC,AB

. Khi đó thì: 
[image: image70.wmf]AMAEAF
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.
Giải

Cách 1. Qua 
[image: image71.wmf]A

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image72.wmf]BC

 cắt đường thẳng 
[image: image73.wmf]CM

 và 
[image: image74.wmf]BM

 lần lượt tại 
[image: image75.wmf]P

 và 
[image: image76.wmf]Q


[image: image881.png]


Áp dụng định lý Ta-lét, ta có: 

[image: image77.wmf]//
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[image: image79.wmf]AFAEAQAPPQ
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Mặt khác 
[image: image80.wmf]//

PQPMAM
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 từ đó suy ra 
[image: image81.wmf]AMAFAE
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Cách 2. Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image82.wmf]ABD

D

 và ba điểm 
[image: image83.wmf]F,M,C

 thẳng hàng ta có: 
[image: image84.wmf](
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Áp  dụng định lý Menelaus cho 
[image: image85.wmf]ACD

D

 và ba điểm 
[image: image86.wmf]E,M,B

 thẳng hàng ta có:


[image: image87.wmf](
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Từ 
[image: image88.wmf](

)

1

 và 
[image: image89.wmf](
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2

 suy ra: 
[image: image90.wmf]AFAEAMCDBDAM
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B. Một số ví dụ
Ví dụ 1. (Mở rộng Van-Oben) Cho tam giác 
[image: image91.wmf]ABC

. Trên tia đối của tia 
[image: image92.wmf]BA

 lấy điểm 
[image: image93.wmf]K

, trên tia đối của tia 
[image: image94.wmf]CA

 lấy điểm 
[image: image95.wmf]N

. Gọi 
[image: image96.wmf]E

 là giao điểm 
[image: image97.wmf]CK

 và 
[image: image98.wmf]BN

; gọi 
[image: image99.wmf]M

 là giao điểm của 
[image: image100.wmf]AE

 và 
[image: image101.wmf]BC

. Chứng minh rằng: 
[image: image102.wmf]AEAKAN

EMKBNC

=+

.
Giải

* Tìm cách giải. Với cách suy luận như định lý Van-Oben, chúng ta cũng có thể chứng minh bằng hai cách.
[image: image882.png]


* Trình bày lời giải

Cách 1. Qua 
[image: image103.wmf]A

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image104.wmf]BC

 
cắt đường thẳng 
[image: image105.wmf]BN

 và 
[image: image106.wmf]BK

 lần lượt tại 
[image: image107.wmf]P

 và 
[image: image108.wmf]Q

.

Áp dụng định lý Ta-lét, ta có: 

[image: image109.wmf]//BC
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Mặt khác 
[image: image112.wmf]//
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[image: image113.wmf]PQPEAE
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 từ đó suy ra: 
[image: image114.wmf]AEAKAN
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Cách 2. Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image115.wmf]ABM
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 và ba điểm 
[image: image116.wmf]K,E,C

 thẳng hàng ta có: 
[image: image117.wmf]1
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[image: image118.wmf](
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Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image119.wmf]ACM

D

 và ba điểm 
[image: image120.wmf]E,N,B

 thẳng hàng, ta có:


[image: image121.wmf](
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Từ 
[image: image122.wmf](
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 và 
[image: image123.wmf](
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 suy ra: 
[image: image124.wmf]AKANAECMBMAE
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Ví dụ 2. (Định lý Menelaus trong tứ giác) Cho tứ giác 
[image: image125.wmf]ABCD

. Đường thẳng 
[image: image126.wmf]d

 cắt 
[image: image127.wmf]AB,BC,CD,DA

 tại 
[image: image128.wmf]M,N,P,Q

. Chứng minh rằng 
[image: image129.wmf]1
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Giải

[image: image883.png]ABM va ba diém




* Tìm cách giải. Tương tự như chúng ta chứng minh định lý Menelaus trong tam giác, chúng ta có nhiều cách chứng minh. Sau đây là một cách. 
* Trình bày lời giải

Từ 
[image: image130.wmf]A,B

 vẽ 
[image: image131.wmf](
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Theo hệ quả của định lý Ta-lét:


[image: image132.wmf]MAAENBBEQDDP
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Suy ra: 
[image: image133.wmf]1
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Ví dụ 3. Cho tam giác 
[image: image134.wmf]ABC

. Trên cạnh 
[image: image135.wmf]BC

 lần lượt lấy điểm 
[image: image136.wmf]D

 sao cho 
[image: image137.wmf]1
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. Lấy điểm 
[image: image138.wmf]O

 trên đoạn thẳng 
[image: image139.wmf]AD

 sao cho 
[image: image140.wmf]4
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OD
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. Gọi 
[image: image141.wmf]E

 là giao của hai đường thẳng 
[image: image142.wmf]AC

 và 
[image: image143.wmf]BO

. Tính tỷ số 
[image: image144.wmf]AE

EC

.
Giải

[image: image884.png]


Từ 
[image: image145.wmf]1
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 suy ra 
[image: image146.wmf]3
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Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image147.wmf]ADC

D

 với

 ba điểm 
[image: image148.wmf]B,O,E

 thẳng hàng, ta có:


[image: image149.wmf]14
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Nhận xét. Ngoài cách vận dụng định lý, chúng ta có thể kẻ thêm đường thẳng song song để vận dụng định lý ta-lét.

Ví dụ 4. Cho tam giác 
[image: image150.wmf]ABC

 nhọn có 
[image: image151.wmf]BD;CE

 là đường cao, 
[image: image152.wmf]H

 là trực tâm. Qua 
[image: image153.wmf]H

 kẻ đường thẳng cắt cạnh 
[image: image154.wmf]AB,AC

 tại 
[image: image155.wmf]M,N

. Chứng minh rằng:


[image: image156.wmf]2
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Giải

Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image157.wmf]B,H,D

 thẳng hàng đối với 
[image: image158.wmf]AMN

D

, ta có:


[image: image159.wmf](
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Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image160.wmf]C,H,E

 thẳng hàng đối với 
[image: image161.wmf]AMN

D

, ta có:

[image: image885.png]W




[image: image162.wmf](
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Từ 
[image: image163.wmf](

)
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, 
[image: image164.wmf](
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2

 nhân vế ta có: 


[image: image165.wmf](
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Mặt khác 
[image: image166.wmf](
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[image: image167.wmf]ABAD
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Thay vào 
[image: image168.wmf](
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 suy ra: 
[image: image169.wmf]2
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 hay 
[image: image170.wmf]2
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 (điều phải chứng minh).

Ví dụ 5. Cho tam giác 
[image: image171.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image172.wmf]A

 có đường cao 
[image: image173.wmf]AH

, trung tuyến 
[image: image174.wmf]BM

, phân giác 
[image: image175.wmf]CD

 cắt nhau tại điểm 
[image: image176.wmf]O

. Chứng minh rằng 
[image: image177.wmf]BHAC

=


Giải

[image: image886.png]


* Tìm cách giải. Để chứng minh 
[image: image178.wmf]BHAC

=

 bằng cách ghép vào hai tam giác là không khả thi bởi không khai thác được tính đồng quy của giả thiết. Để khai thác được tính đồng quy của giả thiết này, chúng ta liên tưởng tới định lý Ce-va. Vận dụng định lý Ce-va, chúng ta suy ra được 
[image: image179.wmf]1
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. Đã xuất hiện 
[image: image180.wmf]BH

 song chưa có 
[image: image181.wmf]AC

. Để xuất hiện 
[image: image182.wmf]AC

, chúng ta vận dụng tiếp yếu tố giả thiết 
[image: image183.wmf]CD

 là phân giác. Từ đó chúng ta suy ra được: 
[image: image184.wmf]BH.ACHC.BC
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. Để có 
[image: image185.wmf]BHAC
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, phần cuối cùng là chứng minh 
[image: image186.wmf]2

HC.BCAC
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.
* Trình bày lời giải 
Theo định lý Ce-va ta có:

[image: image187.wmf]1
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mà 
[image: image188.wmf]MAMC
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 nên 
[image: image189.wmf](
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Vì 
[image: image190.wmf]CD

 là phân giác nên 
[image: image191.wmf](
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Từ 
[image: image192.wmf](

)

1

 và 
[image: image193.wmf](
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2

 ta có: 
[image: image194.wmf](
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Nhận thấy 
[image: image195.wmf](
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Từ 
[image: image196.wmf](
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3

 và 
[image: image197.wmf](
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 suy ra 
[image: image198.wmf]2
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=

 hay 
[image: image199.wmf]BHAC

=

.

Ví dụ 6. Cho tam giác 
[image: image200.wmf]ABC

 có điểm 
[image: image201.wmf]M

 nằm trong tam giác các tia 
[image: image202.wmf]AM,BM,CM

 cắt các cạnh 
[image: image203.wmf]BC,CA,AB

 tương ứng tại 
[image: image204.wmf]D,E,F

. Gọi 
[image: image205.wmf]H

 là giao điểm của 
[image: image206.wmf]DF

 và 
[image: image207.wmf]BM

. Gọi 
[image: image208.wmf]K

 là giao điểm của 
[image: image209.wmf]CM

 và 
[image: image210.wmf]DE

. Chứng minh 
[image: image211.wmf]AD,BK,CH

 đồng quy.
Giải

* Tìm cách giải. Để chứng minh 
[image: image212.wmf]AD,BK,CH

 đồng quy, dễ dàng nghĩ tới việc vận dụng định lý Ce-va đảo trong tam giác 
[image: image213.wmf]MBC

. Để vận dụng định lý Ce-va, chúng ta cần chứng minh 
[image: image214.wmf]1

KMBHCD

..

KCHMBD
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. Muốn xuất hiện tỉ số 
[image: image215.wmf]KMBHCD

;;

KCHMBD

 chúng ta cần linh hoạt trong các tam giac để vận dụng định lý Menelaus hoặc Ce-va.
* Trình bày lời giải 
[image: image887.png]D

B




Áp dụng định lý Menelaus trong tam giác 
[image: image216.wmf]AMC;AMB


Ta có: 
[image: image217.wmf]11
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Suy ra 
[image: image218.wmf](
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Áp dụng định lý Ce-va trong tam giác 
[image: image219.wmf]ABC

, ta có:


[image: image220.wmf](
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Từ 
[image: image221.wmf](

)

1

và 
[image: image222.wmf](
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 nhân vế với vế ta được: 


[image: image223.wmf]1
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Theo định lý Ce-va đảo ta có 
[image: image224.wmf]AD,BK,CH

 đồng qui.

Ví dụ 7. Cho tam giác 
[image: image225.wmf]ABC

 nhọn có 
[image: image226.wmf]AH

 là đường cao. Lấy điểm 
[image: image227.wmf]O

 tùy ý thuộc đoạn 
[image: image228.wmf]AH

(
[image: image229.wmf]O

 khác 
[image: image230.wmf]A;H

). Các tia 
[image: image231.wmf]BO

 và 
[image: image232.wmf]CO

 cắt 
[image: image233.wmf]AC;AB

 tương ứng tại 
[image: image234.wmf]M,N

. Chứng minh rằng 
[image: image235.wmf]HA

 là tia phân giác của 
[image: image236.wmf]·

MHN

.
Giải
Cách 1. Qua 
[image: image237.wmf]A

 kẻ đường thẳng 
[image: image238.wmf]xy

 song song với 
[image: image239.wmf]BC

. Gọi 
[image: image240.wmf]I;K

 lần lượt là giao điểm của các tia 
[image: image241.wmf]HN;HM

 với đường thẳng 
[image: image242.wmf]xy

.
[image: image888.png]


Theo hệ quả định lý Ta-lét, ta có: 
[image: image243.wmf]AIANAKAM

;

BHBNCHMC

==

. 
Áp dụng định lý Ce-va trong tam giác 
[image: image244.wmf]ABC

D

 đối

với ba đường thẳng đồng qui 
[image: image245.wmf]AH,BM,CN

 ta có:


[image: image246.wmf]11
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[image: image247.wmf]1
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Xét 
[image: image248.wmf]HKI

D

 có 
[image: image249.wmf]HAIK;AIAK
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[image: image250.wmf]HIK
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 cân tại 
[image: image251.wmf]HHA
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 là đường phân giác 
[image: image252.wmf]·
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.

Cách 2. Xét trường hợp 
[image: image253.wmf](

)

ABCACAB
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Dựng 
[image: image254.wmf]ABP
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 cân tại 
[image: image255.wmf]A

 có 
[image: image256.wmf]AH

là đường cao. 
[image: image257.wmf]AP

 cắt 
[image: image258.wmf]HM

 tại 
[image: image259.wmf]Q

. Gọi 
[image: image260.wmf]N

¢

 là điểm đối xứng với 
[image: image261.wmf]Q

 qua 
[image: image262.wmf]AH

. Vì 
[image: image263.wmf]A,Q,P

 thẳng hàng suy ra 
[image: image264.wmf]A,N,B

¢

 thẳng hàng. Khi đó 
[image: image265.wmf]HA

 là đường phân giác của 
[image: image266.wmf]·

QHN
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 và 
[image: image267.wmf]QANA
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.
Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image268.wmf]ACP

D

 với ba điểm thẳng hàng 
[image: image269.wmf]H,Q,M

 ta có:

[image: image889.png]



[image: image270.wmf]11
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, theo định lý đảo của Ce-va thì 
[image: image271.wmf]AH,BM,CN
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 đồng quy.

Theo giả thiết 
[image: image272.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy 

[image: image273.wmf]NN
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. Vậy 
[image: image274.wmf]HA

 là đường phân giác 
[image: image275.wmf]·
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Xét trường hợp 
[image: image276.wmf](
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Chứng minh tương tự như trên.

Xét trường hợp 
[image: image277.wmf](
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Dễ chứng minh, nhường cho bạn đọc.

Ví dụ 8. Giả sử 
[image: image278.wmf]O

 là điểm bất kì nằm trong tam giác 
[image: image279.wmf]ABC

 các tia 
[image: image280.wmf]AO,BO,CO

 lần lượt cắt 
[image: image281.wmf]BC,AC,AB

 tại 
[image: image282.wmf]M,N,P

. Chứng minh rằng: 
[image: image283.wmf]AO.APBO.BMCO.CN
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 không phụ thuộc vào vị trí điểm 
[image: image284.wmf]O

.
Giải
* Tìm cách giải. Nhận thấy phần kết luận của chúng ta là một tích các tỉ số nên chúng ta liên tưởng tới hai định lý có thể dùng là Menelaus hoặc Ce-va. Nhận thấy nếu muốn có 
[image: image285.wmf]AO.AP

OP

 thì 
[image: image286.wmf]AO

OP

 hay 
[image: image287.wmf]AP

OP

 không thể xuất hiện được nếu vận dụng định lý trên (bởi cả hai định lý đều không xuất hiện tỉ số trên). Song nếu đảo mẫu số, tức là 
[image: image288.wmf]AO.AP

OM

 thì tỉ số 
[image: image289.wmf]AO

OM

 có thể xuất hiện được nhờ vận dụng định lý Menelaus trong tam giác 
[image: image290.wmf]AMC

 hoặc 
[image: image291.wmf]AMB

. Nhận thấy ý tưởng đó khả thi. Tiếp tục biểu diễn các tỉ số 
[image: image292.wmf]BO

ON

; 
[image: image293.wmf]CO

OP

 một cách tương tự, chúng ta có một lời giải hay.
[image: image890.png]2z



* Trình bày lời giải. 
Áp dụng định lý Menelaus trong: 

[image: image294.wmf]AMC

D

 với ba điểm 
[image: image295.wmf]B,O,N

 thẳng hàng ta có:
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[image: image297.wmf]BCN
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 với ba điểm 
[image: image298.wmf]A,O,M

 thẳng hàng, ta có:
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Xét 
[image: image300.wmf]ACP
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 với ba điểm 
[image: image301.wmf]B,O,N

 thẳng hàng ta có:
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Từ 
[image: image303.wmf](
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 và 
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 ta có:
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[image: image307.wmf](
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Mặt khác, áp dụng định lý Ce-va đối với 
[image: image308.wmf]ABC

D

 có ba đường thẳng 
[image: image309.wmf]AM,BN,CP

 đồng quy ta có: 
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Từ 
[image: image311.wmf](
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4

 và 
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 suy ra: 
[image: image313.wmf]AO.APBO.BMCO.CN
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Không phụ thuộc vào vị trí điểm 
[image: image314.wmf]O


Ví dụ 9. Trên ba cạnh 
[image: image315.wmf]BC,CA,AB

 của tam giác 
[image: image316.wmf]ABC

 lần lượt lấy ba điểm 
[image: image317.wmf]H,M,N

 sao cho 
[image: image318.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image319.wmf]G

. Gọi 
[image: image320.wmf]P,Q

 lần lượt là giao điểm của 
[image: image321.wmf]HN

 và 
[image: image322.wmf]BM;HM

 và 
[image: image323.wmf]CN

. Tia 
[image: image324.wmf]AP

 và tia 
[image: image325.wmf]AQ

 cắt 
[image: image326.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image327.wmf]E

 và 
[image: image328.wmf]F

.
Chứng minh rằng: 
[image: image329.wmf]3
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Giải
* Tìm cách giải. Định hướng  và sự lựa chọn định lý để vận dụng vấn đề quan trọng, nó quyết định sự thành công của bài toán. Trong bài toán này, nhận thấy có nhiều đường đồng quy, mặt khác phần kết luận lại xuất hiện tổng các tỉ số nên việc vận dụng định lý Van-Oben là điều chúng ta nên nghĩ tới. Để xuất hiện 
[image: image330.wmf]AP

PE

 nên vận dụng định lý Van-Oben trong tam giác 
[image: image331.wmf]ABH

 đối với 
[image: image332.wmf]AE,BG

 và 
[image: image333.wmf]HN

 đồng quy. Để xuất hiện 
[image: image334.wmf]AQ

QF

 nên vận dụng định lý Van-Oben trong tam giác 
[image: image335.wmf]ACH

 đối với 
[image: image336.wmf]AF,CG

 và 
[image: image337.wmf]HM

 đồng quy. Sau đó, vì vế phải chỉ xuất hiện 
[image: image338.wmf]ANAM
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, chúng ta nên vận dụng định lý Van-Oben trong tam giác 
[image: image339.wmf]ABC

 đối với 
[image: image340.wmf]AH,CN

 và 
[image: image341.wmf]BM

 đồng quy. Từ đó chúng ta có lời giải hay.

* Trình bày lời giải. 
Áp dụng định lý Van-Oben cho 
[image: image342.wmf]ABH

D

 với 
[image: image343.wmf]AE,BG,HN

 đồng quy tại 
[image: image344.wmf]P

, ta có:
[image: image891.png]



[image: image345.wmf](
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Áp dụng định lý Van-Oben cho 
[image: image346.wmf]ACH

D


với 
[image: image347.wmf]AF,CG,HM

 đồng quy tại 
[image: image348.wmf]Q

, ta có:
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Từ 
[image: image350.wmf](
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 và 
[image: image351.wmf](
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 cộng vế với vế, ta được: 
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Áp dụng định lý Van-Oben cho 
[image: image353.wmf]ABC
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 đối với 
[image: image354.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image355.wmf]G

, ta có:
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Từ 
[image: image357.wmf](
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 và 
[image: image358.wmf](
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 suy ra: 
[image: image359.wmf]3
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 (Điều phải chứng minh).
Nhận xét. Từ kết luận của bài toán, chúng ta nhận thấy: 

- Áp dụng định lý Van-Oben cho 
[image: image360.wmf]ABC

D

 đối với 
[image: image361.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image362.wmf]G

, ta có 
[image: image363.wmf]ANAMAG
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 do đó chúng ta giải được bài toán: Trên ba cạnh 
[image: image364.wmf]BC,CA,AB

 của tam giác 
[image: image365.wmf]ABC

 lần lượt lấy ba điểm 
[image: image366.wmf]H,M,N

 sao cho 
[image: image367.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image368.wmf]G

. Gọi 
[image: image369.wmf]P,Q

 lần lượt là giao điểm của 
[image: image370.wmf]HN

 và 
[image: image371.wmf]BM;HM

 và 
[image: image372.wmf]CN

. Tia 
[image: image373.wmf]AP

 và tia 
[image: image374.wmf]AQ

 cắt 
[image: image375.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image376.wmf]E

 và 
[image: image377.wmf]F

. Chứng minh rằng: 
[image: image378.wmf]3
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- Trường hợp 
[image: image379.wmf]H

 là trung điểm của 
[image: image380.wmf]BC

 thì 
[image: image381.wmf]//
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. Ta có kết quả sau: 
[image: image382.wmf]ANAM
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 do đó ta giải được bài toán sau: Trên ba cạnh 
[image: image383.wmf]BC,CA,AB

 của tam giác 
[image: image384.wmf]ABC

 lần lượt lấy ba điểm 
[image: image385.wmf]H,M,N

 sao cho 
[image: image386.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image387.wmf]G

. Gọi 
[image: image388.wmf]P,Q

 lần lượt là giao điểm của 
[image: image389.wmf]HN

 và 
[image: image390.wmf]BM;HM

 và 
[image: image391.wmf]CN

. Tia 
[image: image392.wmf]AP

 và tia 
[image: image393.wmf]AQ

 cắt 
[image: image394.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image395.wmf]E

 và 
[image: image396.wmf]F

. Chứng minh rằng: 
[image: image397.wmf]6
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- Trường hợp 
[image: image398.wmf]G

 là trung điểm của 
[image: image399.wmf]AH

 thì 
[image: image400.wmf]1
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. Do đó ta giải được bài toán sau: Trên ba cạnh 
[image: image401.wmf]BC,CA,AB

 của tam giác 
[image: image402.wmf]ABC

 lần lượt lấy ba điểm 
[image: image403.wmf]H,M,N

 sao cho 
[image: image404.wmf]AH,BM,CN

 đồng quy tại 
[image: image405.wmf]G

. Gọi 
[image: image406.wmf]P,Q

 lần lượt là giao điểm của 
[image: image407.wmf]HN

 và 
[image: image408.wmf]BM;HM

 và 
[image: image409.wmf]CN

. Tia 
[image: image410.wmf]AP

 và tia 
[image: image411.wmf]AQ

 cắt 
[image: image412.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image413.wmf]E

 và 
[image: image414.wmf]F

. Chứng minh rằng: 
[image: image415.wmf]3
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C. Bài tập vận dụng
17.1. Cho tam giác 
[image: image416.wmf]ABC

. Trên cạnh 
[image: image417.wmf]BC,CA

 lần lượt lấy điểm 
[image: image418.wmf]D

 và 
[image: image419.wmf]E

 thỏa mãn 
[image: image420.wmf]1

2

BDCA

DCEA

==

. Gọi 
[image: image421.wmf]O

 là giao điểm của 
[image: image422.wmf]AD

 và 
[image: image423.wmf]BE

. Tính tỷ số 
[image: image424.wmf]AO

OD

 và 
[image: image425.wmf]BO

OE
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17.2. Cho tam giác 
[image: image426.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image427.wmf]A

. Có đường cao 
[image: image428.wmf]AH

, đường trung tuyến 
[image: image429.wmf]BM

 và phân giác 
[image: image430.wmf]CD

 đồng quy tại 
[image: image431.wmf]O

. Chứng minh rằng: 
[image: image432.wmf]BCBH
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17.3. Cho tam giác 
[image: image433.wmf]ABC

 có đường cao 
[image: image434.wmf]AH

, đường trung tuyến 
[image: image435.wmf]BM

 và phân giác 
[image: image436.wmf]CD

 đồng quy. Đặt 
[image: image437.wmf]a,b,c

 lần lượt là độ dài ba cạnh 
[image: image438.wmf]BC,CA,AB

. Chứng minh rằng: 
[image: image439.wmf](
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17.4. Cho tam giác 
[image: image440.wmf](
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, 
[image: image441.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image442.wmf]BC

. Một đường thẳng qua 
[image: image443.wmf]M

 và song song với đường phân giác 
[image: image444.wmf]AD

 của góc 
[image: image445.wmf]BAC

 cắt 
[image: image446.wmf]AC,AB

 lần lượt ở 
[image: image447.wmf]E

 và 
[image: image448.wmf]F

. Chứng minh rằng 
[image: image449.wmf]CEBF
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17.5. Cho tam giác 
[image: image450.wmf]ABC

 lấy điểm 
[image: image451.wmf]E

 thuộc cạnh 
[image: image452.wmf]AB

 và điểm 
[image: image453.wmf]F

 thuộc cạnh 
[image: image454.wmf]AC

. Gọi 
[image: image455.wmf]AM

 là đường trung tuyến của tam giác 
[image: image456.wmf]ABC

. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
[image: image457.wmf]EF

 song song với 
[image: image458.wmf]BC

 là 
[image: image459.wmf]AM,BF

 và 
[image: image460.wmf]CE

 đồng qui.
17.6. Cho tam giác 
[image: image461.wmf]ABC

 có trung tuyến 
[image: image462.wmf]AD

. Trên 
[image: image463.wmf]AD

 lấy điểm 
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 sao cho 
[image: image465.wmf]3
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. Hỏi đường thẳng 
[image: image466.wmf]BK

 chia tam giác 
[image: image467.wmf]ABC

 theo tỉ số nào?

17.7. Cho tứ giác 
[image: image468.wmf]ABCD

. Cạnh 
[image: image469.wmf]AB

 cắt 
[image: image470.wmf]CD

 kéo dài tại 
[image: image471.wmf]E

, cạnh 
[image: image472.wmf]BC

 cắt 
[image: image473.wmf]AD

 kéo dài tại 
[image: image474.wmf]I

. Đường chéo 
[image: image475.wmf]AC

 cắt 
[image: image476.wmf]BD

 và 
[image: image477.wmf]EI

 lần lượt tại 
[image: image478.wmf]M,N

. Chứng minh rằng 
[image: image479.wmf]MANA
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.
17.8. Cho tam giác 
[image: image480.wmf]ABC

. Lấy 
[image: image481.wmf]K

 thuộc cạnh 
[image: image482.wmf]AB

 và 
[image: image483.wmf]T

 thuộc tia đối tia 
[image: image484.wmf]BC

. Gọi 
[image: image485.wmf]F

 là giao điểm của 
[image: image486.wmf]TK

 với 
[image: image487.wmf]AC;O

 là giao điểm của 
[image: image488.wmf]BF

 và 
[image: image489.wmf]CK

. Gọi 
[image: image490.wmf]E

 là giao điểm của 
[image: image491.wmf]AO

 và 
[image: image492.wmf]BC

. Chứng minh rằng: 
[image: image493.wmf]TBEB

TCEC

=

.
17.9. Cho tam giác 
[image: image494.wmf]ABC

 có 
[image: image495.wmf]D

 là điểm bất kỳ nằm trong tam giác. Lấy điểm 
[image: image496.wmf]M

 tùy ý thuộc 
[image: image497.wmf]AD

. Gọi giao điểm của 
[image: image498.wmf]BM

 và 
[image: image499.wmf]AC

 là 
[image: image500.wmf]E

; gọi giao điểm 
[image: image501.wmf]CM

 và 
[image: image502.wmf]AB

 là 
[image: image503.wmf]F

. Các tia 
[image: image504.wmf]DE

 và 
[image: image505.wmf]CM

 giao nhau tại 
[image: image506.wmf]K

; các tia 
[image: image507.wmf]DF

 và 
[image: image508.wmf]BM

 tại 
[image: image509.wmf]H

. Chứng minh rằng 
[image: image510.wmf]CH;AD;BK

 đồng quy.
17.10. Cho tam giác nhọn 
[image: image511.wmf]ABC

 có ba đường cao 
[image: image512.wmf]AD,BM,CN

 cắt nhau tại 
[image: image513.wmf]H

. Chứng minh rằng: 
[image: image514.wmf]HDHMHNDBMCNA

..

ADBMCNDCMANB

++=

.
17.11. Từ điểm 
[image: image515.wmf]I

 thuộc miền trong tam giác 
[image: image516.wmf]ABC

, kẻ 
[image: image517.wmf]AI

 cắt 
[image: image518.wmf]BC

 tại 
[image: image519.wmf]D

. Qua 
[image: image520.wmf]I

 kẻ 
[image: image521.wmf]MN,PQ

 và 
[image: image522.wmf]RS

 lần lượt song song với 
[image: image523.wmf]BC,AB,AC

 (
[image: image524.wmf]M,S

 thuộc 
[image: image525.wmf]AB;Q,R

 thuộc 
[image: image526.wmf]BC;N,P

 thuộc 
[image: image527.wmf]AC

) Chứng minh rằng: 

a) 
[image: image528.wmf]IMDB

INDC

=

;

b) 
[image: image529.wmf]1

IMIPIR

..

INIQIS

=

.

17.12. Cho tam giác 
[image: image530.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image531.wmf]C

 có đường cao 
[image: image532.wmf]CK

. Vẽ đường phân giác 
[image: image533.wmf]CE

 của tam giác 
[image: image534.wmf]ACK

. Đường thẳng qua 
[image: image535.wmf]B

 song song với 
[image: image536.wmf]CE

 cắt đường thẳng 
[image: image537.wmf]CK

 tại 
[image: image538.wmf]F

. Chứng minh rằng đường thẳng 
[image: image539.wmf]EF

 chia đoạn thẳng 
[image: image540.wmf]AC

 thành hai phần bằng nhau.
17.13. Cho hình bình hành 
[image: image541.wmf]ABCD

. Trên cạnh 
[image: image542.wmf]AB

 lấy điểm 
[image: image543.wmf]K

. Qua 
[image: image544.wmf]K

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image545.wmf]AD

. Trên đường thẳng đó lấy điềm 
[image: image546.wmf]L

 bên trong hình bình hành, trên cạnh 
[image: image547.wmf]AD

 lấy điểm 
[image: image548.wmf]M

 sao cho 
[image: image549.wmf]AMKL

=

. Chứng minh rằng ba đường thẳng 
[image: image550.wmf]CL,DK

 và 
[image: image551.wmf]BM

 đồng quy.
17.14. Cho 
[image: image552.wmf]ABC

D

 không cân có 
[image: image553.wmf]CD

 là đường phân giác. Lấy điểm 
[image: image554.wmf]O

 thuộc đường thẳng 
[image: image555.wmf]CD

 (
[image: image556.wmf]O

 khác 
[image: image557.wmf]C

 và 
[image: image558.wmf]D

). Gọi 
[image: image559.wmf]M,N

 lần lượt là giao điểm của đường thẳng 
[image: image560.wmf]AO,BO

 với 
[image: image561.wmf]BC

 và 
[image: image562.wmf]AC

. Gọi 
[image: image563.wmf]P

 là giao điểm của đường thẳng 
[image: image564.wmf]MN

 và 
[image: image565.wmf]AB

. Chứng minh rằng 
[image: image566.wmf]CD

 vuông góc với 
[image: image567.wmf]CP

.
17.15. Cho tam giác 
[image: image568.wmf]ABC

 có điểm 
[image: image569.wmf]O

 nằm trong tam giác. Các đường thẳng 
[image: image570.wmf]AO,BO,CO

 cắt các cạnh 
[image: image571.wmf]BC,CA,AB

 lần lượt tại 
[image: image572.wmf]D,E,F

. Qua 
[image: image573.wmf]O

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image574.wmf]BC

, cắt 
[image: image575.wmf]DF,DE

 lần lượt tại 
[image: image576.wmf]M

 và 
[image: image577.wmf]N

. Chứng minh rằng: 
[image: image578.wmf]OMON

=

.
17.16. Cho tam giác 
[image: image579.wmf]ABC

 có điểm 
[image: image580.wmf]M

 nằm trong tam giác. Gọi 
[image: image581.wmf]D,E,F

 thứ tự là giao điểm của đường thẳng 
[image: image582.wmf]AM,BM,CM

 với các cạnh 
[image: image583.wmf]BC,AC,AB

. Chứng minh rằng trong các tỉ số 
[image: image584.wmf]AMBMCM

;;

MDMEMF

 có ít nhất một tỉ số không lớn hơn 
[image: image585.wmf]2

 và ít nhất một tỉ số không nhỏ hơn 
[image: image586.wmf]2

.
(Thi vô địch Toán Quốc tế, IMO – năm 
[image: image587.wmf]1961

)

17.17. Cho tam giác 
[image: image588.wmf]ABC

. Gọi 
[image: image589.wmf]I

 là trung điểm của cạnh 
[image: image590.wmf]BC

. Lấy 
[image: image591.wmf]M

 thuộc tia đối của tia 
[image: image592.wmf]CA

. Tia 
[image: image593.wmf]MI

 cắt đường thẳng 
[image: image594.wmf]AB

 tại 
[image: image595.wmf]N

. Trên tia đối của tia 
[image: image596.wmf]BC

 lấy điểm 
[image: image597.wmf]E

, tia 
[image: image598.wmf]EN

 cắt tia 
[image: image599.wmf]AC

 tại 
[image: image600.wmf]P

. Tia 
[image: image601.wmf]PI

 cắt đường thẳng 
[image: image602.wmf]AB

 tại 
[image: image603.wmf]Q

. Gọi 
[image: image604.wmf]F

 là giao điểm của 
[image: image605.wmf]QM

 và 
[image: image606.wmf]IC

. Chứng minh 
[image: image607.wmf]IEIF

=

.
17.18. Cho tam giác 
[image: image608.wmf]ABC

, trên ba cạnh 
[image: image609.wmf]BC,CA,AB

 lần lượt lấy ba điểm 
[image: image610.wmf]A,B,C

¢¢¢

 sao cho 
[image: image611.wmf]AA,BB,CC

¢¢¢

 đồng quy tại 
[image: image612.wmf]K

. Gọi 
[image: image613.wmf]M,N

 lần lượt là giao điểm của 
[image: image614.wmf]AC

¢¢

 và 
[image: image615.wmf]BB;AB

¢¢¢

 và 
[image: image616.wmf]CC

¢

. Tia 
[image: image617.wmf]AM

, tia 
[image: image618.wmf]AN

 lần lượt cắt 
[image: image619.wmf]BC

 tại 
[image: image620.wmf]E,F

. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image621.wmf]EN,FM,AA

¢

 đồng quy tại 
[image: image622.wmf]I


b) 
[image: image623.wmf]3

IA.KA.IA.KA

¢¢

=

.

Hướng dẫn giải

[image: image892.png]A,



17.1. Từ 
[image: image624.wmf]1

2

BDCE

DCEA

==

 suy ra 
[image: image625.wmf]12

2

33

BDCDAE

;;

BCDBAC

===

. 
Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image626.wmf]ADC

D

 với ba

điểm 
[image: image627.wmf]B,O,E

 thẳng hàng, ta có:


[image: image628.wmf]11

116

32

AOBDCEAOAO

....

ODBCEAODOD

=Þ=Þ=

.

Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image629.wmf]BEC

D

 với ba

điểm 
[image: image630.wmf]A,O,D

 thẳng hàng, ta có:


[image: image631.wmf]223

11

314

BOAECDBOBO

....

OEACDBOEOE

=Þ=Þ=

.

17.2. Trong tam giác 
[image: image632.wmf]ABC

 có 
[image: image633.wmf]AH,CD,BM

 đồng quy tại 
[image: image634.wmf]O

. [image: image893.png]



Theo định lý Ce-va, ta có: 
[image: image635.wmf]1

BHCMAD

..

HCMADB

=


mà 
[image: image636.wmf]1

CM

MA

=

 và 
[image: image637.wmf]BDBC

ADAC

=


(Tính chất đường phân giác)

suy ra 
[image: image638.wmf]11

BHACBCBH

..

HCBCACCH

=Þ=

.

(cách giải khác, bạn đọc xem ở chuyên đề đường phân giác)

17.3. Áp dụng định lý Ce-va cho ba đường thẳng đồng quy 
[image: image639.wmf]AH,BM,CD

, ta có: 
[image: image894.png]



[image: image640.wmf]1

ADBHCM

..

BDCHAM

=

 mà 
[image: image641.wmf]AMCM

=


nên 
[image: image642.wmf]1

ADBHADCH

.

BDCHBDBH

=Þ=

.

Mặt khác, 
[image: image643.wmf]CD

 là đường phân giác nên


[image: image644.wmf]ADACb

BDBCa

==

 suy ra 
[image: image645.wmf]CHb

BHa

=


hay 
[image: image646.wmf](

)

1

a.CHb.BH

=


 Áp dụng định lý Py-ta-go cho tam giác vuông, ta có:


[image: image647.wmf]2222

2

aBCHBHC.HB.HC

==++



[image: image648.wmf]2222

bACHAHC

==+



[image: image649.wmf]2222

cABHAHB

==+


Từ đó: 
[image: image650.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222
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[image: image651.wmf](

)

2

a.b.BHb.HC

=+

 ( theo (1))




[image: image652.wmf]2

22

a.abab

==

.

[image: image895.png]H



17.4. Cách 1. (không dùng Menelaus) 
Ta giải vắn tắt như sau:

Từ 
[image: image653.wmf]//

ADFM

 và 
[image: image654.wmf]//

MEAD


Áp dụng định lý Ta-lét, ta có:


[image: image655.wmf](

)

1

BABF

BDBM

=

 và 
[image: image656.wmf](

)

2

CECA

CMCD

=


Mặt khác, theo tính chất đường phân
giác ta có: 
[image: image657.wmf](

)

3

BACA

BDCD

=


Từ 
[image: image658.wmf](

)

(

)

12

,

 và 
[image: image659.wmf](

)

3

 suy ra: 
[image: image660.wmf]BFCE

BMCM

=

. Do đó 
[image: image661.wmf]BFCE

=

 (do 
[image: image662.wmf]BMCM

=

).

Cách 2. (dùng Menelaus)
Xét tam giác 
[image: image663.wmf]ABC

 với ba điểm 
[image: image664.wmf]F,E,M

 thẳng hàng, ta có: 
[image: image665.wmf](

)

14

EAMCFB

..

ECMBFA

=


Do 
[image: image666.wmf]·

·

·

2

BAC

AEFAFE

==

 nên 
[image: image667.wmf]AEF

D

 cân ở 
[image: image668.wmf]A

. Suy ra 
[image: image669.wmf](

)

5

AEAF

=


[image: image896.png])




Từ 
[image: image670.wmf](

)

4

 và 
[image: image671.wmf](

)

5

 suy ra 
[image: image672.wmf]BFCE

=

. Điều phải chứng minh.

17.5. Xét 
[image: image673.wmf](

)

1

AEBMCFAECF

...

EBMCFAEBFA

=

 
· Nếu 
[image: image674.wmf]AM,BF,CE

 đồng qui thì theo định

lý Ce-va: 
[image: image675.wmf]1

AEBMCF

..

EBMCFA

=

.

Từ 
[image: image676.wmf](

)

1

 suy ra: 
[image: image677.wmf]1

AECFAEAF

.

EBFAEBCF

=Û=



[image: image678.wmf]//

EFBC

Þ

 (định lý Ta-lét đảo).

· Nếu 
[image: image679.wmf]//

AEAF

EFBC

BECF

Þ=

. Từ 
[image: image680.wmf](

)

1

 suy ra: 
[image: image681.wmf]1

AEBMCFAECF

...

EBMCFAEBFA

==



[image: image682.wmf]AM,BF,CE

Þ

 đồng qui (theo đinh lý Ce-va đảo).

[image: image897.png]M



17.6. Gọi 
[image: image683.wmf]E

 là giao điểm của đường thẳng 

[image: image684.wmf]BK

 và 
[image: image685.wmf]AC

. Áp dụng định lý Menelaus

trong 
[image: image686.wmf]ACD

D

 đối với ba điểm 
[image: image687.wmf]B,K,E

 thẳng

hàng, ta có: 
[image: image688.wmf]1

AKBDCE

..

KDBCEA

=



[image: image689.wmf]12

3

23

CECE

..

EAEA

ÞÛ=

.

Mặt khác 
[image: image690.wmf]ABE

D

 và 
[image: image691.wmf]BCE

D

 có chung

đường cao kẻ từ 
[image: image692.wmf]B

, suy ra: 
[image: image693.wmf]3

2

ABEABE

BCEBCE

SS

AE

SCES

=Þ=

.

17.7. Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image694.wmf]AEC

D

 với ba điểm 
[image: image695.wmf]M,D,B

 thẳng hàng, ta có: 
[image: image696.wmf]1

MADCBE

..

MCDEBA

=

.

[image: image898.png]


Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image697.wmf]ABC

D

 với ba điểm 
[image: image698.wmf]N,I,E

 thẳng hàng, ta có: 
[image: image699.wmf]1

NAICEB

..

NCIBEA

=


Suy ra 
[image: image700.wmf]MADCBENAICEB

....

MCDEBANCIBEA

=

 
do đó 
[image: image701.wmf](

)

1

MANAICDEAB

...

MCNCIBDCAE

=


Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image702.wmf]BEC

D


 với ba điểm 
[image: image703.wmf]I,D,A

 thẳng hàng, nên


[image: image704.wmf](

)

12

ICABDE

..

IBAEDC

=


Từ 
[image: image705.wmf](

)

1

 và 
[image: image706.wmf](

)

2

 suy ra 
[image: image707.wmf]MANA

MCNC

=

.

17.8. Áp dụng định lý Ce-va trong 
[image: image899.png]AN




[image: image708.wmf]ABC

D

 với 
[image: image709.wmf]3

 đường thẳng đồng

quy 
[image: image710.wmf]AE,BF,CK

, ta có:


[image: image711.wmf](

)

11

EBFCKA

..

ECFAKB

=


 Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image712.wmf]ABC

D


 với ba điểm 
[image: image713.wmf]T,K,F

 thẳng hàng, ta có:


[image: image714.wmf](

)

12

TCKBFA

..

TBKAFC

=


Từ 
[image: image715.wmf](

)

1

 và 
[image: image716.wmf](

)

2

 nhân vế với vế ta được: 
[image: image717.wmf]TBEB

TCEC

=

.

17.9. Gọi 
[image: image718.wmf]BC

 giao với 
[image: image719.wmf]AD

 tại 
[image: image720.wmf]G

. 
[image: image900.png]


Áp dụng định lý Menelaus trong 
[image: image721.wmf]ABM,AMC

DD

 ta được:


[image: image722.wmf](

)

11

DMFAHB

..

DAFBHM

=



[image: image723.wmf](

)

12

DMEAKC

..

DAECKM

=


Chia 
[image: image724.wmf](

)

1

 cho 
[image: image725.wmf](

)

2

, ta được:


[image: image726.wmf](

)

3

ECFAKCHM

..

EAFBKMHB

=


Vì 
[image: image727.wmf]AG,BE,CF

 đồng quy 
[image: image728.wmf](

)

14

GBECFAECFAGC

...

GCEAFBEAFBGA

Þ=Þ=


[image: image901.png]


Từ 
[image: image729.wmf](

)

3

 và 
[image: image730.wmf](

)

4

: 
[image: image731.wmf]1

GCKCHMGBKCHM

...

GBKMHBGCKMHB

=Þ=


Ta có điều phải chứng minh.

17.10. Áp dụng tỉ số diện tích hai tam giác có 
chung cạnh đáy, ta có:


[image: image732.wmf]1
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S
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.

Áp dụng định lý Ce-va, ta có:


[image: image733.wmf]1

DBMCNA

..

DCMANB

=

.

[image: image902.png]A




Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

17.11. a) Áp dụng hệ quả định lý ta-lét, ta có: 

[image: image734.wmf]//
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MIBD
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[image: image735.wmf]//

INAI

INCD
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[image: image736.wmf]MIINMIDB

BDCDNIDC

Þ=Þ=

.

b) Gọi 
[image: image737.wmf]E

 là giao điểm của giao điểm của đường thẳng 
[image: image738.wmf]BI

 và 
[image: image739.wmf]AC;F

 là giao điểm của đường thẳng 
[image: image740.wmf]CI

 và 
[image: image741.wmf]AB

.

Chứng minh tương tự câu a, ta có: 
[image: image742.wmf]IPAFIRCE

;

IQBFISAE

==

.

Áp dụng định lý Ce-va trong 
[image: image743.wmf]ABC

D

 đối với 
[image: image744.wmf]AD,BE,CF

 đồng quy, ta có:

[image: image903.png]



[image: image745.wmf]11

BDCEAFIMIPIR

....

CDAEBFINIQIS

=Þ=

. Điều phải chứng minh.

17.12. Ta có: 
[image: image746.wmf]·

µ

·

·

·

·
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=+=+=

 
Do đó 
[image: image747.wmf]BCE

D

 cân tại 
[image: image748.wmf]B

 nên 
[image: image749.wmf]BEBC

=

.

Mặt khác 
[image: image750.wmf]//

BFCE

 nên theo định lý Ta-lét, ta có:


[image: image751.wmf]CKEKCKFKEKBKCFBE

FKBKFKBKFKBK

++

=Þ=Þ=


mà 
[image: image752.wmf]BCBE

=

 nên 
[image: image753.wmf](

)

1

CFBC

FKBK

=


Vì 
[image: image754.wmf]CE
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Giả sử đường thẳng 
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. Áp dụng định lý Mennenlaus vào tam giác 
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17.13. Gọi 
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Áp dụng định lý Mennenlaus vào tam giác 
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17.14. Áp dụng định lý Ce-va vào tam giác 
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17.15. Qua 
[image: image801.wmf]A

 kẻ đường thẳng 
[image: image802.wmf]xy

 song song với 
[image: image803.wmf]BC

 cắt 
[image: image804.wmf]DM,DN

 lần lượt tại 
[image: image805.wmf]H

 và 
[image: image806.wmf]I

.

Theo hệ quả định lý Ta-lét, ta có:
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Áp dụng định lý Ce-va trong tam giác
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 với ba đường
[image: image809.wmf]AD,BE,CF

 đồng

quy tại 
[image: image810.wmf]O

, ta có:


[image: image811.wmf]111

AFBDCEAHBDCDAH

....

BFCDEABDCDAIAI

=Þ=Þ=

 hay 
[image: image812.wmf]AHAI

=



[image: image813.wmf]//

MNHI

 theo hệ quả định lý Ta-lét, ta có: 
[image: image814.wmf]OMDOON

AHDAAI

==


[image: image907.png]


Mà 
[image: image815.wmf]AHAI

=

 nên 
[image: image816.wmf]OMON

=


 17.16. Kẻ ba đường trung tuyến 
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Theo định lý Van-Oben, ta có:
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 17.17. Áp dụng định lý Menelaus trong 
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Áp dụng định lý Menelaus trong 
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Áp dụng định lý Menelaus trong 
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Áp dụng định lý Menelaus trong 
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17.18. a) Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
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b) Áp dụng định lý Van-Oben cho tam giác 
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Áp dụng định lý Van- Oben cho tam giác 
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