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LỜI  NÓI  ĐẦU

  
Như chúng ta đã biết, bất đẳng thức đại số đóng vai trò rất to lớn trong toán học. Tuy nhiên, để vận dụng chúng trong quá trình giải quyết một số vấn đề của toán học thì việc chứng minh tính đúng đắn của chúng là vô cùng quan trọng.

Hiện nay, có rất nhiều phương pháp để chứng minh bất đẳng thức đại số như dụng các bất đẳng thức quen thuộc như bất đẳng thức Cauchy, Bunhiacopski,…, hay vận dụng định lí về dấu tam thức bậc hai, khảo sát hàm số,…
Trong đề tài này, chúng tôi xin trình bày một cách nhìn khác về bất đẳng thức đại số, đó là cách nhìn dưới góc độ lượng giác. Phương pháp này được gọi là phương pháp lượng giác hóa. Với phương pháp này, chúng ta có thể chứng minh một số bất đẳng thức một cách hiệu quả hơn bằng cách thay đổi hình thức của bài toán chứng minh bất đẳng thức đại số trở thành bài toán chứng minh bất đẳng thức lượng giác.

Đề tài được chia làm 3 chương: 

· Chương I:  Một số tính chất cơ bản của hàm lượng giác

· Chương II: Mối tương quan giữa các biểu thức đại số và biểu thức
                       lượng giác
· Chương III: Chứng minh bất đẳng thức đại số bằng phương pháp
                         lượng giác  

      Và một số bài tập tự luyện.
Việc sai sót và hạn chế trong quá trình thực hiện đề tài là điều không thể tránh khỏi. Vì vậy, chúng tôi rất mong nhận được sự phản hồi và góp ý chân thành của độc giả. Xin chân thành cảm ơn.

Qui Nhơn, ngày 6 tháng 11 năm 2009

                                                                                       Nhóm thực hiện đề tài

      CHƯƠNG I     MỘT  SỐ  TÍNH  CHẤT  CƠ  BẢN     

                             CỦA  HÀM  LƯỢNG  GIÁC 

     I. Một số công thức lượng giác cơ bản

1. sin2x + cos2x = 1

2. tanx.cotx = 1 ,  x ≠ [image: image8.png]


 , k [image: image10.png]€L




3. 1 + tan2x = [image: image12.png]cos?x



  , x ≠ [image: image14.png]


 + kπ, k [image: image16.png]€L




4. 1 + cot2x = [image: image18.png]sin?x



  , x ≠ kπ, k [image: image20.png]€L




5.  sin2x = [image: image22.png]1-cos2x



 ;     cos2x = [image: image24.png]1+cos2x




6. sinx = [image: image26.png]2t
1+t2




 ;   cosx = [image: image28.png]


  ;    tanx = [image: image30.png]1-t2



  ,  với t = tan[image: image32.png]


  
    II. Tính chất 

1. Hàm số y = sinx và y = cosx xác định với mọi x ([image: image34.png]


 và  

              [image: image36.png][sinx| < 1



  ,  (x( [image: image38.png]



              [image: image40.png]lcosx| =1



  , ((x( [image: image42.png]



2. Nếu x ( [-1;1] thì tồn tại a([image: image44.png]


 sao cho x = sina và tồn tại b([image: image46.png][0;7]



 sao cho 
    x = cosb.

3. Nếu x ( [0;1] thì tồn tại a ( [image: image48.png]


 sao cho x = sina và tồn tại b( [image: image50.png]


 sao cho 
    x = cosb.

4. Với mỗi số thực x, có một số a ( [image: image52.png]


 sao cho x = tana.

5. Với mọi x, y thỏa x2 + y2 = 1 thì tồn tại a ( [0;2π] sao cho x = cosa và y = sina
CHƯƠNG II       MỐI TƯƠNG QUAN GIỮA CÁC
         BIỂU THỨC ĐẠI SỐ VÀ BIỂU THỨC LƯỢNG GIÁC
     Việc lượng giác hóa được tiến hành thông qua các dấu hiệu đặc biệt của các biến tham gia trong biểu thức, mà việc nắm bắt các dấu hiệu đó thông qua miền giá trị và các công thức lượng giác thông dụng. Sau đây chúng tôi xin đưa ra một số biểu thức đại số và biểu thức lượng giác tương ứng.

	Biểu thức đại số
	Biểu thức lượng giác tương ứng
	Công thức lượng giác

	x2 + y2
	sin2t + cos2t
	sin2t + cos2t = 1

	x2 – y2
	cos2t – sin2t
	cos2t – sin2t = cos2t

	2x2 – 1
	2cos2t – 1
	2cos2t – 1 = cos2t

	1 – 2x2
	1 – 2sin2t
	1 – 2sin2t = cos2t

	4x3 – 3x
	4cos3t – 3cost
	4cos3t – 3cost = cos3t

	3x – 4x3
	3sint – 4sin3t
	3sint – 4sin3t = sin3t

	1 + x2
	1 + tan2t
	1 + tan2t = [image: image54.png]cos?t






	x2 – 1
	[image: image55.png]cos’t





	[image: image56.png]tan’t

cos2t






	[image: image57.png]



	[image: image58.png]2tant
1 — tan?t





	[image: image59.png]2tant

1 — tan?t

= tan2t





	[image: image60.png]1-x*
1+ x?





	[image: image61.png]1— tan’t
1+ tan?t




	[image: image62.png]





	[image: image63.png]2x
1+ x2





	[image: image64.png]2tant
1+ tan?t





	[image: image65.png]




	[image: image66.png]



	[image: image67.png]tanu + tanv
1 — tanu.tanv





	[image: image68.png]tanu + tanv
ST an (u ot v)
1 — tanu.tanv





	[image: image69.png]1+ xy




	[image: image70.png]tanu — tanv
1+ tanu.tanv





	[image: image71.png]tanu — tanv
ST an (u-v)
1+ tanu.tanv






CHƯƠNG III   CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC ĐẠI SỐ
                         BẰNG PHƯƠNG PHÁP LƯỢNG GIÁC
Dựa vào mối tương quan giữa bất đẳng thức đại số và bất đẳng thức lượng giác, chúng tôi xin trình bày một số hướng lượng giác hóa trong chứng minh bất đẳng thức đại số nhằm giúp độc giả có thể định hướng được phương pháp chứng minh bất đẳng thức đại số hiệu quả hơn.

I. Dạng 1: Sử dụng hệ thức sin2x + cos2x = 1

1. Phương pháp

a. Nếu bài toán có x2 + y2 = 1 thì ta đặt x = sinu và y = cosu, với u([0;2π]

b. Nếu bài toán có x2 + y2 = r2 (r > 0) thì ta đặt x = rsinu và y = rcosu, với u([0;2π]

c. Nếu hai biến tham gia có ràng buộc a2x2 + b2y2 = c2, a, b, c > 0, ta đặt 

         x = [image: image73.png]


sinu và y = [image: image75.png]


cosu , u[image: image76.png]


[0;2π]


2. Ví dụ minh họa 

Ví dụ 1 (Đề thi đại học năm 1972 – Khối A)

Cho 4 số thực u, v, x, y sao cho u2 + v2 = x2 + y2 = 1. Chứng minh rằng 

                         [image: image78.png]


 ≤ u(y – x) + v(x + y) ≤ [image: image80.png]



Nhìn vào giả thiết “4 số thực u, v, x, y” rồi lại “u2 + v2 = x2 + y2 = 1”, chúng ta liên tưởng rất nhanh đến bất đẳng thức lượng giác “lợi hại” : sin2A + cos2A = 1. Và nảy ra ý định chuyển bài toán này qua lượng giác.

Cách 1: Đặt u = cosα, v = sinα với α([0;2π]
                    x = cosβ, y = sinβ với β([0;2π]

Khi đó  P = u(y – x) + v(x + y) = cosα(sinβ – cosβ) + sinα(cosβ + sinβ)

                 = (sinαcosβ + cosαsinβ) – (cosαcosβ – sinαsinβ)

                 = sin(α + β) – cos(α + β) = [image: image82.png]


 sin[image: image84.png](@+p-%)




Vì  [image: image86.png]D=1
~1=sin(a+p-7)=



 nên [image: image88.png]



  Vẫn với ý nghĩ đưa về lượng giác nhưng ta tiến thêm một bước. Nhìn trong P ta thấy u và v đứng riêng lẻ, ta đặt chúng dưới dạng lượng giác một cách riêng lẻ, còn x và y đứng với nhau, có sự “gắn bó” hơn bởi các dấu + và - . Ta nảy ra ý nghĩ: cứ để sự “gắn bó” ấy mà chuyển qua lượng giác.

Nếu ta đặt  [image: image90.png]


 và  [image: image92.png]cosa



 ta có ngay sin2α + cos2α = 1

Cách 2: Đặt  u = cosβ, v = sinβ với β([0;2π]

                     [image: image94.png]


 , [image: image96.png]cosa



 với α([0;2π]

Ta cần chứng minh  [image: image98.png]


 ≤ u(y – x) + v(x + y) ≤ [image: image100.png]


 

                      Hay  [image: image102.png]



Chuyển qua lượng giác ta phải chứng minh

                         -1 ≤ cosβsinα + sinβcosα  ≤ 1

                  ((  - 1 ≤ sin(α + β) ≤ 1 (hiển nhiên)

Vậy đẳng thức đã được chứng minh.

Ví dụ 2 [2] Cho a2 + b2 – 2a – 4b + 4 = 0. Chứng minh rằng

       A = [image: image104.png]b? +2v3ab—2(1+2v3)a+ (4—2v3)b +4V3 - 3]



 ≤ 2
Nhận xét: Nhiều bài toán ta chưa thấy ngay yếu tố để chuyển về dạng lượng giác, cần qua một quá trình biến đổi và đặt ẩn phụ thích hợp mới có thể chuyển về dạng lượng giác thuận lợi cho quá trình giải.
Ta có     a2 + b2 – 2a – 4b + 4 = 0

        [image: image106.png]


  (a – 1)2 + (b – 2)2 = 1

Đặt  a – 1 = sint  và  b – 2 = cost, với t([0;2π]

Khi đó  A = [image: image108.png]sin’t— cos?t+ 2+/3sintcost]



 = [image: image110.png]|/3sin2t — cos2{]




                 = 2 [image: image112.png]* sin2t— 2 cos2t]



 = 2 [image: image114.png]Jsin (26 7))



  ≤ 2
Ví dụ 3 [8] Cho a, b thỏa mãn [image: image116.png][Sa+12b+7| =13




Chứng minh rằng   a2 + b2 + 2(b – a) ≥ - 1 
Nhận xét: Khác với các ví dụ trên, để giải quyết ví dụ này ta cần biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh về dạng lượng giác quen thuộc.

       a2 + b2 + 2(b – a) ≥ - 1 (  (a – 1)2 + (b + 1)2 [image: image118.png]


 1
Từ đó hình thành nên cách đặt

           [image: image120.png]{af 1 =Rsint
b + 1 = Rcost



    với R ≥ 0

Ta có    [image: image122.png][5a+12b+ 7| =13




        ( [image: image124.png][5(Rsint+ 1) + 12(Rcost— 1) + 7| = 13




        [image: image126.png]


 [image: image128.png]|5Rsint + 12Rcost| = 13




        ( 1 = R[image: image130.png]= sint + Ecastl R|sin (t +arccos i)l <R
= = =




Suy ra   (a – 1)2 + (b + 1)2 = R2 ≥ 1 

          ( a2 + b2 + 2(b – a) ≥ - 1 
Ví dụ 4[3] Cho x, y > 0 và x + y = 1. Chứng minh 

                            [image: image132.png](F+5)+ 02+ 5) =¥



   (1)

Nhận xét:   x + y = [image: image134.png]V2’ +({y)’ =1




Từ đó ta nảy ra cách đặt [image: image136.png]cost



 và [image: image138.png]int




  với t([image: image140.png]


.

Khi đó,(1) trở thành:
[image: image142.png]c
(cos*t



 +[image: image144.png]cos®



 + ([image: image146.png]in®





Ta có:       [image: image148.png]c
(cos*t



 +[image: image150.png]cos®



+([image: image152.png]sin‘t +—2) = (cos*t +sin* )1+ )




[image: image153.png]:(1—25in2:mszz)(1+ 1 L): q_sin2 1+-28
2 Sy

sin*tcos*




Vì 0≤[image: image155.png]sin?2t < 1nén1-222




và 1+[image: image157.png]16

sind2t —





([image: image159.png]


 (đpcm)
II.Dạng 2: Sử dụng đánh giá [image: image161.png]|sint| < 1, |cost| < 1.




1.Phương pháp:

     a) Nếu biến x tham gia có điều kiện [image: image163.png]


1 thì đặt [image: image165.png]x = sint, km'te[—f,




 

         hoặc [image: image167.png]x = cost, khi t [0;m]




     b) Nếu biến x tham gia có điều kiện [image: image169.png]


m (m≥0) thì đặt [image: image171.png]


 
         hoặc [image: image173.png]x = mcost,khi t €[0;7]




2.Ví dụ minh họa

Ví dụ 1[1] Chứng minh rằng [image: image175.png]A+x)P+(1-x)P<2?,V|x|<1,Vp=1




Chứng minh 
Vì[image: image177.png]lxl <1



 nên đặt x = cost, với [image: image179.png]t [0;m)



. Khi đó
      [image: image181.png]A+x)P+(1—-x)?



= [image: image183.png](1+ cost)? + (1 — cost)? = (2:0523” + (2sin? 2)” -

29 costrL + s L) < 29 (cos? L+ sintL) = 27



.
Ví dụ 2 [7] Chứng minh rằng A=[image: image185.png]24a* +45a— 26| < 1,Va € [1,3]




Chứng minh 
Vì [image: image187.png]a € [1,3]



 nên [image: image189.png]la—2<1




Từ đó, đặt a – 2 = cost

Ta có  A = [image: image191.png]|4(2+ cost)® — 24(2 + cost)? + 45(2 + cost) — 26|




               = [image: image193.png]|[4cos®t — 3cost| = |cos3t| = 1,Vt € R




Ví dụ 3 [2]  Cho [image: image195.png]a>c>0
b>c>0



. Chứng minh [image: image197.png]Jela—c) +Jc(b—c) = Vab



 (1)

Chứng minh 
(1) ([image: image199.png]


 ≤ 1

          ([image: image201.png]


 (2)

Theo giả thiết,ta có [image: image203.png]‘E<1,J§<1.



 Đặt [image: image205.png]‘F—sinu,J%—sinv



,với 0 ≤ u, v ≤ [image: image207.png]



(2) trở thành  [image: image209.png]sinvV/1—sinu+sinuy1—sinv<1




                  ( sinv.cosu + sinu.cosv ≤ 1

                  ( sin(u+v) ≤ 1 (hiển nhiên)
Ví dụ 4 [4] Cho 4 số thực a, b, c, d thỏa mãn a = c[image: image211.png]Vi—d?,b=dVi—




                  Chứng minh rằng [image: image213.png]la] +|b] = 1




Chứng minh

 Điều kiện dể a, b xác định là -1 ≤ d ≤ 1, -1 ≤ c ≤ 1

 ([image: image215.png]|d|



≤ 1, [image: image217.png]


≤ 1
Đặt [image: image219.png]cosuva|d| = cosv,



với 0 ≤ u, v ≤[image: image221.png]Ny




Khi đó, ta có [image: image223.png]la| = cosu.sinv



 và [image: image225.png]|b| = cosv.sinu




(  [image: image227.png]la| + |b] = sin(u + v)



≤ 1 (hiển nhiên)
III. Dạng 3: Sử dụng công thức [image: image229.png]1+ tan’t=

=37 Z+kmkeZ

ml 3




1. Phương pháp:

a) Nếu x([image: image231.png]


 và biểu thức cần chứng minh có chứa (1+[image: image233.png]x?)



 thì đặt x = tant,
    với t(([image: image235.png]ME




)

b) Nếu x([image: image237.png]


 và biểu thức cần chứng minh có chứa ([image: image239.png]


+[image: image241.png]x?)



 thì đặt x = mtant,
    với t(([image: image243.png]ME




)

c) Nếu [image: image245.png][x] =1



 hoặc bài toán có chứa biểu thức [image: image247.png]


 thì đặt x = [image: image249.png]cost



 

    với t([0,[image: image251.png]


\{[image: image253.png]


}
d) Nếu [image: image255.png]|x| = m



 hoặc bài toán có chứa biểu thức [image: image257.png]


 thì đặt x = [image: image259.png]cost




    với t([0,[image: image261.png]


\{[image: image263.png]


}

2.Ví dụ minh họa

Ví dụ 1 [8] Chứng minh rằng  A=[image: image265.png][VaT—1++3]




≤ 2,[image: image267.png]Vla| =1




Chứng minh: Đặt a =[image: image269.png]cost



  với t([0,[image: image271.png]


\{[image: image273.png]


}
Ta có A=[image: image275.png]|sint +V3cost|

({2 v o] -




             = 2[image: image277.png]sint + ?mstl 2 |sin (t+ f)l <2




Ví dụ 2 [2] Chứng minh rằng 

        [image: image279.png]la—bl Ib—cl > le—al

ra)a+6%)  JA+b2)a+c?) — J(+c2)a+a?)



,[image: image281.png]Va,b,c € R



 (1)

Chứng minh:
Đặt a = tanu, b = tanv, c = tanw, với – [image: image283.png]—<u,v,w <o
3 2




Ta có [image: image285.png]la—bl ltanu—tanv| |sinu __ sinv

= |cosu.cosv|

Gra)1b5) (s tamw) (s taniv) cosu  cosw





                                = [image: image287.png]|sinucosv — sinvcosul





(1) trở thành:
[image: image288.png]IsinGu — v)| < [sin(u — w)| + IsinGw — )|, Vu, v,w € 35




Ta có [image: image290.png][sin(a+ )|

|sinacosf + cosasing| < |sina||cosB| + |sina||cosp|




                                ≤ [image: image292.png]|sina| + |sing]




Do đó,[image: image294.png][sin(u — v)| = [sin[(u —w) + (w —v)|




                            [image: image296.png]< Isin(u —w)| + sin(w — v)|, Vu,v,w € (




(đpcm)
Ví dụ 3 [8] Chứng minh rằng [image: image298.png]Vab++ed = [(a+c)b+d) (1),Ya,b,c,d >0




Chứng minh 
(1) ([image: image300.png]ab cd
Jaromra t J@amra =1




          ([image: image302.png]


 (2)
Đặt [image: image304.png]a pr £
= tan*u, 5= tan?v, véiu,v € (





(2) trở thành    cosu.cosv + tanu.tanv.cosu.cosv[image: image306.png]



                  ( cosu.cosv + sinu.sinv[image: image308.png]


 1

                  ( cos(u - v) ≤ 1 (hiển nhiên)
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi u = v ( [image: image310.png][




Ví dụ 4 [3] Cho các số thực x,y không đồng thời bằng 0. Chứng minh rằng
                                   [image: image312.png]


2[image: image314.png]Eoei)? 92— 2 1)

X214y




Chứng minh

 + Nếu y = 0 thì (1) đúng.

 + Nếu [image: image316.png]y # 0



 thì (1) ( [image: image318.png]


(2)

     Đặt [image: image320.png]2y

tana




    (2) trở thành [image: image322.png]22 < tanfazCtana=2)’ 5 52

1+tan®a




                    ( [image: image324.png]—V2—1< 2(tana—1)cos*a <2 -1




                    ( [image: image326.png]1 <sin (2u—f) <



 1 (hiển nhiên)
Ví dụ 5[9] Cho a,b,c>0 thỏa mãn [image: image328.png]a ' 2b @ 3¢




                  Chứng minh rằng  [image: image330.png]a b < 1

a+36bc b+ocay|c+dab 27




Chứng minh

Ta có  [image: image332.png]a b <
a+36bc b+oca | c+ab



 =[image: image334.png]



Đặt [image: image336.png]36bc. Sca




=[image: image338.png]B
cot?>
2



 ; 0 < A, B < π
Từ giả thiết, ta có  6[image: image340.png]



([image: image342.png]2 ot
DL tan (22) = cot
PR e 2y 2 :



  với A, B, C là 3 góc của một tam giác
Vậy [image: image344.png]a b <
a+36bc boca | c+iab



=[image: image346.png]1 1 T Y

TreoE TreorZ \[Treor





      =[image: image348.png]A-B
Z(cos*=2 = co
5 (cos=

A*By2
sz)



sin[image: image350.png]


 =[image: image352.png]e

A-B G
(cos™== —sin%:
2 2



sin[image: image354.png]~ina

e

— sin9)2sin<
(A= sin)?sin?




      =[image: image356.png]


=[image: image358.png]



IV. Dạng 4: Sử dụng công thức sin2t = [image: image360.png]2tant 1-tan®t
———;cos2t = ———
1+tant

1+tan?t




[image: image361.png]tan2t =

2tant
1— tan®t




1.Phương pháp:

   Nếu bài toán có chứa biểu thức dạng [image: image363.png]2x

1422 142



 thì đặt x = tant, với x[image: image365.png]



   Nếu bài toán có chứa biểu thức dạng [image: image367.png]


 thì đặt x = tant,với x[image: image369.png]



2.Ví dụ minh họa

Ví dụ 1 [4] Chứng minh rằng [image: image371.png]VneN,n =2



, ta có

                        [image: image373.png]—(1+a*
"
< QRa)"+(1—-a*)"
=1



 (1)

Nhận xét  (1) ( [image: image375.png]2a 1-a®.

~1<

)"+

<1

1+a? 1+a?



 (2)
Các phân thức [image: image377.png]2a

1422’ 1+



 làm ta nhớ đến công thức nhân đôi biểu diễn của sinx và cosx theo tan[image: image379.png]


.

Đặt a = tan[image: image381.png]


   với [image: image383.png]—M<X<T




([image: image385.png]2a 1-a®.

[€

)"+

1+a? )



 = [image: image387.png]sin™x + cos™x




Với [image: image389.png]VneN,n =2



, ta có         [image: image391.png]-sin?x < sin™x < sin®x




[image: image392.png]—cos?x < cos™x < cos’x




Suy ra đpcm.
Ví dụ 2 [4] Cho 0 < x, y, z < 1 và xy + yz + zx = 1. Chứng minh rằng
[image: image394.png]


   (*)
Nhận xét: Các biểu thức [image: image396.png]


 làm ta liên tưởng đến công thức nhân đôi của hàm tan2u, tan2v, tan2w.

Đặt x = tanu; y = tanv; z = tanw; với 0 < u,v,w < [image: image398.png]


 (vì 0 < x, y, z <  1)

Ta có      xy + yz + zx = 1 (  tanu.tanv + tanv.tanw + tanw.tanu = 1

( u + v + w =[image: image400.png]Ny




( 2u + 2v =[image: image402.png]



( tan2u + tan2v + tan2w = tan2u.tan2v.tan2w

([image: image404.png]



Đặt   S =[image: image406.png]2z





         P =[image: image408.png]



Ta có S = P

Theo Cauchy, ta có S ≥ 3[image: image410.png]


P ≥ 3[image: image412.png]


 ( P ≥ 3[image: image414.png]


( S ≥ 3[image: image416.png]V3 (



đpcm)
V. Dạng 5: Đổi biến số đối với bất đẳng thức tam giác

1. Phương pháp
a) Nếu [image: image418.png]xy,z>0
24+y?+z22+2xyz=1



thì tồn tại [image: image420.png]


ABC với [image: image422.png]{ AB,Ce (0;'2—’)
x = cosA,y = cosB,z = cosC




b) Nếu [image: image424.png]{ xy,z>0
X+y+z=xyz



thì tồn tại [image: image426.png]


ABC với [image: image428.png]{ AB,Ce (0;'2—’)
x = tanA,y = tanB, z = tanC




c) Nếu [image: image430.png]{ xy,z>0
Xy +yz +2x




thì tồn tại [image: image432.png]


ABC với 

[image: image434.png]{ AB,Ce (0;'2—’)
X = cotA,y = cotB,z = cotC



 hoặc [image: image436.png]AB,Ce (0;m)
L

a 5 <
=tan?,y = tan>,z = tan’
2 2 2




2. Ví dụ minh họa

Ví dụ 1[6] Cho [image: image438.png]{ x5y,z>0
x+y+z=1



.Chứng minh rằng  S= [image: image440.png]X LY 42
xtyz | yizx | ztxy





Chứng minh

 Đặt [image: image442.png]


 ; [image: image444.png]


  với u, v, w [image: image446.png]€0




Do [image: image448.png]


 = x+y+z = 1 nên 
[image: image449.png]te z T 2z + t 2z T w+ T z T z 1
an tan” + tan. tan’ + tan" tans =
5 tangy 3 tany 5 tany




                            ([image: image451.png]u Z-3
S+ =cots=tan(—7
tan (G +7) = cot 5




                            (        [image: image453.png]M=

NE



 = [image: image455.png]nis

-



    (  u + v + w =[image: image457.png]



Khi đó  S =[image: image459.png])+ () (-]




                =[image: image461.png]


 =[image: image463.png]



                = [image: image465.png]1 3
3 (cosu+ cosv + cosw) + 3




                ≤ [image: image467.png]11 1o ;-
H [; (cosu+ cosv)? + 1+ H (sin*u + sin?v) — cosu. msv]



+[image: image469.png]


 = [image: image471.png]



Ví dụ 2[9] Cho a, b, c > 0, ab + bc + ca =1. Chứng minh rằng
[image: image472.png]Vabc+ /A —a)A-b)(1—c) <1




Nhận xét: + Đẳng thức liên quan : tan[image: image474.png]


 tan[image: image476.png]


 tan[image: image478.png]


 tan[image: image480.png]


 tan[image: image482.png]


 tan[image: image484.png]



                 + Lượng giác hóa
Đặt a =  tan[image: image486.png]


với A, B, C là 3 góc của tam giác nhọn [image: image488.png]


ABC
Ta có [image: image490.png]Vabe+. /(A —a)A - b)(1 —¢)



 =[image: image492.png]33
2

%(nmA +tanB + tanC) =




Ví dụ 3 Cho a, b, c > 0 thỏa a + b + c = abc. Chứng minh rằng

                                [image: image494.png]


   (1)
Nhận xét: Với a, b, c > 0 thỏa a + b + c = abc làm ta liên tưởng đến công thức 
tanA + tanB + tanC = tanAtanBtanC trong đó A, B, C là 3 góc của tam giác nhọn ABC.
Đặt a = tanA, b = tanB, c = tanC trong đó A, B, C là 3 góc của tam giác nhọn ABC.

Ta có  [image: image496.png]


 = [image: image498.png]tand

VIitana



 tanA.cosA = sinA

Tương tự [image: image500.png]Viib?



 = sinB ; [image: image502.png]


 = sinC

(1) ( sinA + sinB + sinC [image: image504.png]


luôn đúng với mọi tam giác ABC)
VI. Một số ví dụ đặc sắc 
Ví dụ 1[7] Gọi m, n, p là 3 nghiệm thực của phương trình ax3 + bx2 + cx – a = 0, a ≠ 0
Chứng minh rằng [image: image506.png]Flw





Dấu “=” xảy ra khi nào?

Chứng minh
Theo định lí Viét ta có mnp = 1

Lấy α = 450, β = - 300, γ = 1650 thì α + β + γ = 1800
Và [image: image508.png]



Vậy bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 

                 [image: image510.png]V2np +V3pm—+/2 +/3mn <



 [image: image512.png]m? +n? + p?





     Hay   2npcosα + 2pmcosβ + 2mncosγ [image: image514.png]<m? +n? +p?



  (*)

Ta có  [image: image516.png](p — mcosB — ncosa)? + (msinf — nsina)? = 0




      ( p2 + m2cos2β + sin2β + n2(cos2α + sin2α) ≥ 2mncosβ + 2npcosα – 2mncos(α + β)

      ( p2 + m2 + n2 ≥ 2mpcosβ + 2npcosα + 2mncosγ (Vì α + β + γ = 1800)
Bất đẳng thức (*) được chứng minh.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi  [image: image518.png]msinf = nsina
= mcosf + ncosa




                                              ( [image: image520.png]m n L4

cina  sinf  siny




Đặt [image: image522.png]


  ta có    [image: image524.png]= = a(VF+ 1) k= 403+ D




Suy ra m = ksinα = [image: image526.png]2.3 +1



 ;  n = ksinβ = [image: image528.png]



            p = ksinγ = [image: image530.png]o[1-a13
Ny




Ví dụ 2[5] Chứng minh bất đẳng thức

      [image: image532.png](1-2H) (-5 <mm<(-75)0+%)





Chứng minh

Với [image: image534.png]O<a<Z>
B



 ta có bất đẳng thức sinα < α < tanα

Hay [image: image536.png]cota <= < —




  (1)

Dễ thấy các số [image: image538.png]cot’

2n+1

2 21

2n+1



 ; … ; [image: image540.png]2 N

P



 là n nghiệm của đa thức bậc n sau

         [image: image542.png]Cinsy

Fr G Ol
i GO
St S 2
-1y G
Consr
Chse -




Do đó tổng các nghiệm này là

                    [image: image544.png]cot? =
o teot? T
Tt



 + … + [image: image546.png]2 N

P



 = [image: image548.png]



Vậy  [image: image550.png]n op2 KT n(2n-1)
Z =1 COL 2n+1 3



  (2)

Suy ra           [image: image552.png]


 

[image: image553.png]L3
2n+1

= (1+cm:2 +(1+mt" )+ t (1+cm:2

2n+1 2n+




                  [image: image555.png]n(2n-1) _ 2n(n+1)
Y

=n+




Vậy    [image: image557.png]


 = [image: image559.png]2n(n+1)



  (3)

Từ (1), (2), (3) ta có 

     [image: image561.png]n(2n-1) n 5 _km
= Xj., cot’
3 k=1 2n+1





Chia tất cả các số hạng của bất đẳng thức cho [image: image563.png]()



 ta được
            [image: image565.png](1-2H) (-5 <mm<(-75)0+%)





Nhận xét: Từ bất đẳng thức trên, cho n [image: image567.png]


 ta được

      [image: image569.png](1-25)0-2Z





      [image: image571.png](1-25) 0+





Vậy   [image: image573.png])

o 1

kmige =




                    BÀI  TẬP  THAM  KHẢO
                                                                                                                                              Bài 1[2] Cho a2 + b2 = c2 + d2 = 1. Chứng minh rằng

a) [image: image575.png]lac + bd| < 1




b) – 2 ≤ (a – b)(c + d) + (a + b)(c – d) ≤ 2

Bài 2[2] Cho x, y thỏa mãn 3x + 4y = 7. Chứng minh rằng [image: image577.png]2 4 .2 48
X2 +y? 22
y T 25




Bài 3[6] Chứng minh rằng 

          [image: image579.png]Vi+Vi-a2[Jd+a)?® - JA—a)?] < 2V2+2—2a?




Bài 4 [2] Chứng minh rằng 

          S = [image: image581.png][4(VaA = ~a?) +3(a—VI-a)| = V2




Bài 5[1] Chứng minh rằng   [image: image583.png]s-12Va®-1

-4 < <9,Vla| =1




Bài 6[4] Chứng minh rằng  [image: image585.png]— <
VT+aZ G+ —




Bài 7[2] Chứng minh rằng [image: image587.png]la+b)(1-ab)
(1+a?)(1+b2)]




  với mọi a, b ([image: image589.png]



Bài 8[2] Chứng minh rằng với mọi cặp số thực x, y ta đều có

[image: image590.png]OF —yH (A -2y
[+ DA+ R

I
TN




Bài 9 [6] Cho 3 số thực x, y, z sao cho xyz > 0 và 3 số thực a, b, c sao cho 

                       a + b + c ≤ [image: image592.png]


 , [image: image594.png]la] =1, bl =1, le] =1




Chứng tỏ   [image: image596.png]I
Lat b+ e st Lt



  

Dấu “=” xảy ra khi nào?

Bài 10[8] Cho x2 + y2 + z2 + 2xyz = 1, với x, y, z > 0. Chứng minh rằng

a) xyz [image: image598.png]


                                                          b) xy + yz + zx ≤ [image: image600.png]



Bài 11[8] Cho x + y + z = xyz và x, y, z > 0. Chứng minh rằng

[image: image601.png]X y z

+ +
Vi+x? [T+y7 V1+22

A




Bài 12[8] Cho xy + yz + zx = 1 với x, y, z > 0. Chứng minh rằng 

[image: image602.png]1
Vi+a? + 1+ + +
2 JT+y? Y e
1+z22 =
Vit 1 =
2 V1+22





Bài 13 (Đề thi toán Olyimpic 30-4,lần thứ 15-2009)

Chứng minh với mọi a, b, c > 0 ta có

[image: image603.png]2b

+
b+c

2c
c+a





Bài 14[8] Chứng minh rằng với mọi x,y thỏa mãn [image: image605.png]x| = 1,|yl =1,



ta có
y[image: image607.png]VxZ—1+ 4,/ —1+3 <xyv26.




KẾT   LUẬN
          Trong toàn bộ đề tài chúng tôi đã hệ thống lại một số bất đẳng thức đại số có thể dùng phương pháp lượng giác để chứng minh. Chúng tôi đã phân loại chúng theo từng dạng, trình bày cụ thể phương pháp để chứng minh và có những ví dụ minh họa kèm theo mỗi phương pháp. Những ví dụ đó được sắp xếp  từ đơn giản đến phức tạp với lời giải khá chi tiết, đa dạng, bao quát mọi khía cạnh lí thuyết và dễ hiểu, có thể giúp bạn đọc nắm bắt nhanh và hiệu quả phương pháp lượng giác trong chứng minh bất đẳng thức đại số. Sau khi đọc đề tài, bạn đọc sẽ có thêm một phương pháp mới để chứng minh một số bài toán bất đẳng thức đại số một cách hiệu quả hơn.
           Tuy nhiên vì trong thời gian ngắn và kiến thức chưa sâu rộng nên có những bài toán bất đẳng thức dùng lượng giác hóa để chứng minh nhưng không theo một phương pháp đặt ẩn phụ cụ thể nào mà dựa vào những tính chất đặc biệt của các hàm số lượng giác và những yếu tố trong bài toán để chứng minh không được chúng tôi trình bày cụ thể và chi tiết trong đề tài này. Chúng tôi rất mong nhận được sự đóng góp, nhận xét của bạn đọc về nội dung đề tài.
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