DU AN TACH PE HSG TOAN 7

CP11: CHUNG MINH BAT PANG THUC, TIM GTLN, GTNN

Dang 1: Tim gia tri 1on nhat, gia tri nh6 nhat

Dang 2.1: Bét dang thirc vé chimg minh tong phéan s6 ty nhién

Dang 2.2: Bat dang thirc vé chimg minh tong liy thira

Dang 2.3: Bét dang thirc vé chimg minh tich ctia mot day

Dang 3: Bat dang thtc dang chit

Dang 1. Tim gia tri 16n nhit, gia tri nhé nhat
A. Tric nghiém (néu c6)
Caul. (HSG 7 huyén Lang Giang 2022 - 2023)

C=Jx+(x- 2_].'+|):+|DV x>0

Gia tri nhé nhat cta biéu thire o1 T la:

A. 10 B. 11 C.1 p. 10

Loi giai
Chon A

Jx 20, Yo =0 (x-2p+1) =0, vx.y

2

Ta co:

= fx+(c- 2y +1) =0, ¥x =0, ¥y

= € =fx +(x- 2y +1) +10 =210, ¥x =0, Vy

Gi4 tri nho nhét cua C bang 10 khi:

RJ-_ZU v =0 =

=
(r-2p+1)y =0 |x-2p+1=0  |y=

x=0;y=

1
. _ 7
C bang 10 khi -

Vay gié tri nho nhét ciia
Cau2. (HSG 7 huyén Luc Nam - Bic Giang 2021 - 2022)
_2018- x
, , 7 -
Chosé ¥€Z 45 2017-x B

c6 gid tri 16n nhat. Gié tri 16n nhat cta a:

AL B. 4 c. 3.
Loi giai

Chon D

C2018-x 2017~ x+1 a1

S 2017- x 2017- x 2017- x

Ta co:

Suyra B dat gig tri 16n nhat khi 2°17 " ¥ 13 s§ duong nhé nhét.

. 9 R —
Méxlésénguyénz 2007-x =l = x_2016.

Khi do B:1+1:2.

o
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Cau3. (HSG 7 huyén Thanh Thiy - Pha Tho 2021 - 2022)

R UR N T NT , A:J’_3|+|JJ_5| \
Gia tri nho nhat cua biéu thirc la
A2 B.S c.’ D.’
Loi giai

A=|y-2+|y-5|=ly-2|+|5-»
Tacg. AP A= S[=ly-2f+ -
, . la|*+b|zla+b]
Ap dung BDT gia tri tuyét doi: | | | | | |.D€1u ‘=" xay ra khi ab 20.

2|+ 5 v z[y-245- =3 (y-2)5E- y)=0= 2=y =5
Ta co |J | | J| ! J| . Dau ‘=’ xdy ra khi ! ! !
= 423

L 2<y =5
Vay 4 c6 gid tri nh6 nhat bing > khi =~
Caud4. (HSG 7 huyén Thanh Thuy - Pha Tho 2021 - 2022)
_2022- x
Véi ¥ nguyén, gid tri 16n nhat cua biéu thuc 5% 3
A 2021 B. 2020 C. 2019 D. 2018
Loi gidi
MY - i
A :.,D.,;r :I+HDHD,_:'E F=2-xeF

y . .
Ta co: <-4 s

, , - , ‘ Ve y = =
P& 4 ¢6 gié tri 16n nhit thi 2 * 1a s6 nguyén dwong nho nhit, hay 2~ % =1~ ¥ =1

Vay GTLN cia 4 1 2921 1ni ¥ =1,

Caus5. (HSG 7 huyén Hoai Nhon, huyén Nam Tra My, huyén Thang Binh, trwudng Dao Duy
Tir 2018 - 2019; huyén Lam Thao 2016 - 2017)

(a- bY +6ab =36

Cho . Gi4 tri 16n nhit cia * =ab la:
A0 B. ~© c.’ D.’
Loi giai

(a- b)Y +6ab =36

Taco
6ab =36- (a- b)Y =36

Suy ra:

ab SE b <6
Suy ra 6 =ab=

a=b=x/6

Dau “=" xay ra khi

=b =6

Vay ¥ dat gid trj 16n nhat bing 6 khi ¢
B. Ty luian
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Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

(HSG 7 huyén Than Uyén - Lai Chau 2022 - 2023)
2024

X I ST , _4_|2D22I—||
Tim gia tri nhé nhat cua bicu thirc: .

Loi giai
| |

Véimoi * ta cé 2022x- 1|20 = 4- |2022x- ||54:’ m:—’g
01mo1 = taco:

| ! 2024
- 20242-2024= — 5506
4- [2022x- | 4 4- [2022x- |
1
= x=
1 -1= 2022
Déu “=” xdy ra khi va chi khi 2022¥- 1 =0 2022
1
X =—
2022

Vay gi4 trj nho nhét cia 4 bing 2% khi va chi khi
(HSG 7 huyén Lwong Tai - Bic Ninh 2022 - 2023)
|.‘r— 2|+|_'r— 3|+|_'c'— 4|+|_'r— 5| =4

Cho * thoa man: . Goi M 1a gia tri nho nhét cua
gi tri 16n nht cua ~ . Tinh gi4 tri cua A=m+M
Loi giai
{ , £ |a| za , . a=0
Ap dung tinh chat: , dau “="xayrakhi © =, ta dugc:
x-2(=x-2 -
| | du “=" xay ra khi * 2 20.
x-3=zx-3 | }
-3 dAu “=” xay rakhi ¥~ 3 =0,
4-x{=4-x _
| | dau “=" xay ra khi 4-x ZO.
5-x|=5-x -
5] dAu “=" xay ra khi >~ ¥ =0
|r= 2|+ - 3| +[d- x| +[5- x|zx- 24x-3+4-x+5-x =4

Suy ra:

x-2=0

x-3=0

4- x =0

. 3-x=0
Dau “=" xdy ra khi: = 3=x=d
S I ST (Y NN G ¢
uy ra - la gid tri nhé nhat ctia ', 7 14 gia tri 16n nhat cua
uy ra: .
(HSG 7 huyén Lwong Tai - Bic Ninh 2022 - 2023)
o . . A=[x- 1]+ |- 2 #]x- 3|4+ o= 23|
Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc: .
Loi giai
A =[x 1|+|x- 2| +|x- 3[+...+|x- 23|
] thi:
Ta co:

X Moy
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Cau 4.

Cau 5.

A :|.r— l|+|r— 2|+....+|ll— .‘r|+|r— IE|+|13— .r|+ ..... |23— .r|

|a >a

Ap dung tinh chat , dau “=" xay ra khi ¢ Zo,ta dugc:
-1 zx-1 |x-2lzx-2 |- 10| zx- 11
x-12|20 13- x| 213- x  [23- x|223-x

cAzx-l+x- 2+ +x-11+0+13-x+..+23- x
Suy ra’

=23-14+22- 24+ . +13-1140 =224+20+158+10+14+._..+2 2 =132

X , .x =12
Dau “=" xdy ra khi .

Vay gi trj nho nhét caa 4 1a 132 khi ¥ 712,

(HSG 7 truong Bo Ly 2015 - 2016; huyén Hoang Hoéa; trueong Pham Kinh An 2022 - 2023)
Tim gia tri 16n nhét ctia cac biéu thirc sau:

A =‘x+1|+5
a)
b) x"+3 ‘

Loi giai

‘x+l‘20=‘# A:|.‘£'+|.|+5:_"5 LN —n

a) Véi moi Y ta co: ,dau  — xay rakhi x=-1
Vay Mind =5 = x =-1 .
cais (P32 0
=— = a =1+ —
b) Ta co: x+3 X +3 43
Véi moi x,ta co:
12 12 12 12
2 2 B = £y =4 1+ 5 1:5
X 20= x*+3=23=> x"+3 3 = x’+3 =  x +3

x =0

Vay GVLN ciia B 12 5 khi * =0,

(HSG 7 huyén Hau Ljc 2016 - 2017; huyén B6 Trach, huyén Vi Thanh 2017 - 2018;
huyén Ha Pong 2022 - 2023)

Dau ‘=’ x4y ra khi va chi khi

D=g<=h+]l=<c+2 va a+b+c =1.

2 s b, ¢ A 3 3 . . 5 A 5
Cho ba s6 thoa man: Tim gié tri nho nhat cta ¢

Loi giai
=g =h+l=c+2 . Za+b+l+c+2 =c+2+c+2+c+2
Vi: nén 0 .
S  0=4=3c+6 , .a+b+c =l
uy ra: (vi ).

2
= c=-—
Hay 3c =-2 3
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2 5
Vay gid tri nho nhit cia € 13 S khido 2P =3,
Ciu6. (HSG 7 huyén Binh Xuyén - Vinh Phiic 2022 - 2023)

X o L , . A =[2x- 1|+ |2x- 2|+...[2x- 10|
Cho ™ 1a s6 thuc. Tim gié tri nho nhat cta bicu thirc: .

Loi giai

A =[2x- 1|+ [2x- 2|+..|2x- 10|
Ta co:

A =(2x- 1]+ 2= 10+ (2= 2 #[2x- 9])... + (2 5|+ [2x- 6])

A :(|E.r— 1|+ 10~ Er|)+(|2r— 2[+9)- E.r)...+(|2x— 5| +[6- 2x|)

A=|2x- 1410 22+ [2x- 249- 2x|+[2x- 540- 23| —9 47 45+34+1 =25
1
—=x =5
5

(2x-1D010-2x)20 _ |l=xs
(2x-2)(9- 2x) =0

I
-
4
Lad
U
3 | wn
IA
-
A
L]

, (2x- 5)(6- 2x) =0
Dau = xay ra khi:

Cau7. (HSG 7 huyén Triéu Son 2022 - 2023)

. 2 ) . s
Cho ¢ , b, “ 1a cac sb thuc thao man —~. Tim gia tri nho nhat cta biéu thuc:
P =2023ca- ab- bc

Loi giai
P =2023ca- ab- bc =2023ca- bla+c)
Ta co6: .
(x- }’): =0 VYx,yex +y 22xp Y,y . n_n =y
Co: Déu = xayra T .(%)
B +(a+c)
pla+e) 2 et
+ Ap dung bét ding thire (*), ta co: =
- = R _
-bla+c) =- u— ac :—2- ac

Suy ra: 2 2 =-1- ac

107 -1- - -
Do db: P=2023ca-1- ac =2022ac 1‘
a+c a+b et 2
< < Skl
‘ 2 2 2 =1 -1=ac =1

+ Lai c6: ‘ac‘ :|HHC
Do de. P=2022ac- 122022.(-1)-1 __ 2023

Dau — xay rakhi:
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a ==l
b =0 b =0 12=0
1c=-a ¢ =-a
a=-c :
- - 2P +gt =2 .
a +b" +c” =2 L4 0" +a = a =—
= ]

(b=a+c b =2a b =2a

ib=2a
|ﬂ|:|c| fa=c 16 =da ] o =n
a+b +c5 =2 Iﬂ:+b: +c7 =2 a +(2a) +a* =1
. P, =-2023
Vay khi:

(a; b; c)e j(l; 0; -1), (-1; 05 1), [ ]I'G'UEEQIE‘ [;’;'72'7;-”

Ciau8. (HSG 7 huyén Dién Chau 2022 - 2023)

_x+l
Tim sb nguyén ¥ & biéu thirc sau dat gia tri 16n nhét, tim gia tri lon nhét do: 2x-2 .
Loi giai
x=1)+2
po X+ :(r ) _1, 1
, 2¢-2  2(x-1) 2 x-1
Ta co: .
1
pé ! datgiatri16nnhdt < ¥~ dat gid tri nho nhdtva ¥ 1> Y.
Ma ¥ nguyén nén * =2
J|1Jrr_W: :%4‘ - I :3
Vay 202D 2y ¥ =2
Cau9. (HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)
2022

o 2023 |x-2024] o7
Tim gia tri nhé nhat cta bicu thuc: voi .

Loi gidi

x€Z= 2023- |x- 2024/eZ
Vi :

2023- |x- 2024|

bé D dat gié tri nho nhét thi 16n nhat va am.

= 2023 - [x- 2024| =- 1= |x- 2024| =2024
- x=0h <. x =4048

oac .
Viy gi4 tri nho nhat cia biéu thie 2 12 72922 khi ¥ =0 poge ¥ =4048
Cau10. (HSG 7 huyén Thai Hoa - Nghé An 2022 - 2023)

O =[c+1|+|x- 1| ++/x* +4

Loi giai

Tim gié tri nho nhat cta biéu thuic:
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Cau 11.

Cau 12.

Cau 13.

e+ 1|+ 1| =+ #]1- x| zr+1- x4+ 5 v L Afxi+a =2

Ta co: véimol © va vO1 moi

0o=4 . . x
Suy ra: vOo1 moi .

s CGe+D0- )0 2
Dau bang xdy ra khi va hay

x =0

. . L, . =3 A —
Vay gia tri nhé nhat cta ¢ khi * =0
(HSG 7 huyén Pong Hung, huyén Hung Ha, treong Lé Quy Pon - Ha Tinh, TP Ninh
Binh 2022 - 2023)

) i F =|x— 2022 |+x- 3033|

Tim gia tri nhé nhat cua biéu thic: .

Loi giai

F :|.r— 2022 |+|x - 3033| :|.r— 2022|+/2023- .‘r|

= M = M
|r-2022|zx-2022 . x- 2022 20> x =2022
i dau “=" xay ra khi

[2023- x[=2023- x 2023- x =0 = x <2023
. .

\% dau “ = xay ra khi

F =|.‘r— 1:}11|+|3:}23- .‘r| =x-2022+2023- x =l
Suy ra:

= 2022 =x =2023

]
I
[ I |
=]
[ R ]
LIS

Dau ” = xdy ra khi:

Vay MinF =1 Khi 2022 <x *_12023.

(HSG 7 huyén Ha Trung 2022 - 2023)

. , y A =[x - 2021|+|x - 2022| + |- 2023|
Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc: .

Loi giai
A =[x~ 2021]+|x - 2022]+ [x- 2023 =(jx- 2021|+[2023- x[)+ |- 2022
Ta co:
|x- 2021|+]2023 - x| =[x~ 202142023~ x[ =2 |x-2022(=0 . o5
o va vOo1moQl1 nen -

(x-2021)(2023- x) =0

A 2 oo %= 2022 =0 = x =2022
Dau “=" xdy ra khi va chi khi:

Viy Min A=2 khi * =2022 .

(HSG 7 huyén Lap Thach - Vinh Phic 2022 - 2023)

2026~ x
Cho biéu thirc x- 2023 . Tim * nguyén dé 4 ¢ gi tri nho nhat.
Loi giai
_I_?.[I?,ﬁ-.x _2003- x+3 1+ 3
Ta co: x- 2023 x- 2003 x- 2003
3

4 1hé nhdtkhi ¥~ 2923 nho nhét.
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3
x=2023 | honhdtkhi 2923 13 56 am 16n nhét.
Ma Y nouve x- 2023 =- 1 & x =2022

a ” nguyén suy ra )
vay 4 c6 GTNN 1a ~ % khi ¥ =2022

Ciu 14. (HSG 7 huyén Tan Ky 2022 - 2023)

. , y A =|2x- 4]+|2x- 6| +[2x- §|
Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc: .

Loi giai
A :|E.r— 4|+|S— Er|+|2r— Ifj|
Ta co: .

2x- 6/ =0
Ta co: (1)
|2x- 4[+[8- 2x|=[2x- 4+8- 2x|=4
-(2)

O @ A =[2x- 4|+|2x- 6| +]2x- 8| =4
Tu va suy ra: .
2x- 6 =0

. n—n (2x- 4)(8- 2x) =0

Dau — xay rakhi: hay

A =[2x- 4| +[2x- 6|+[2x- §| bing 4 khi ¥ =3

x =3

Vay gié tri nho nhét ciia biéu thirc
Cau 15. (HSG 7 Ninh Binh 2022 - 2023)

27- 2x
Q_lz

Tim gia tri 16n nhét cia biéu thirc

"% (v6i ¥ 1a s nguyén).
Loi giai

, 12-x  12-x
Ta co: .

3

Suyra € 16n nhtkhi 127 ¥ 1on nhét,

3
I2- X 160 nhét khi 127 ¥ 1a s6 duong nho nhét.
12- x =1 x =11

Ma * nguyén nén Hay

27- 2
Q:H? 2.11 _s3

oo x =11 12-11

Véi thi

Suy ra Q c6 gia tri 16n nhat 1a 5 khi * =11 .

Ciu 16. (HSG 7 trwong Giao Téan 2016 - 2017; trwong Lé Hong Phong 2018 - 2019; huyén
Twong Duwong 2022 - 2023)

o pQx-5)) - (15 6) - - 90
Tim gia tri 16n nhat cua biéu thuc: '

Loi giai

P=02x-5y) - (15y- 6x) - vy - 90|
Ta co6:
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=(2x- 5y) - (6x- 15y) - |y - 90|
=(2x- 5p) - 9.(2x- 5p) - |oy - 90|

=-[8.C2x- 5p) + |- 90

8.(2x- 51) =0 X

Ta co: voimoi gidtricua 7 ;
poy-90[z0 ~  xy
vO1 mQ1 g1a tr1 cua .
, 8.Q2x-5y) #|xy-90/=0 i
Do do vG1 mo1 gia tri cua

- [8.2x- 5p) + |- 90]| <0 .y
én .

N vo1 moi gid tri cua

P=<0 .. . ¢
Hay vGi moi gia tri cua
L1 J—

Diu = xdy ra khi va chi khi
_|xy-90=0 xy-90=0
o= 90[=0 0

(2x- 5y =0 |xy- 90|=0
va .

+ Vi (1).
v
2 2x=5y=> —=—
(2x-5y) =0 2y- 5y =0 ¥ =
Vi thi = 7" Dodo > 2
X _.}” —k
5 9 x =5k, v =2k x =5k, v =2k
bat > , khi do - , thay - vao (1) ta dugc:
Sk2k-90=0= k" =9 S k=3, . k=3
. Suy ra hodc .
. k=3 .. x=4y=6
Néw ¥ =3 T,
.k o=- x=-4,y=-0
Néu =73 thi y="
o . = ) . x =4y =6 x =-4,y=-6
Vay gia tri 16n nhat cia biéu thuc P la 0 khi va chi khi ' Y hoac -
Cau 17. (HSG 7 trwong Lang Chanh 2022 - 2023)
X, 02 o . . x+3z=2022  x+2y=2023 _ .
Cho céc sb khong 4m thoa man: * va . Tinh gié tri 16n
A=x+y+:z +I;
nhat cta biéu thirc: -
Loi giai
> =2022 x+2y =2023
Ta co: x+3z2 =2022 (1) va ’ 2)
Te (1) = x=2022- 3z
1+3z
= =
g 2y-32=17 7T
Trur tirng vé cua (2) cho (1), ta dugc:
A :.T+J1'+:+‘I}—:|{2D22 - 3:}+| :3: +:+%
Khi do: = = =
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+ : -3z +§:+::EUE3-

=2022+ —+—
2

b | —
bd | =

zzl0= - I—: =0= 2023- I—: =2023
. 2 2 = A4 =2023
Vi
v =2022
I
. Y=3
Dau “=" xay ra khi va chi khi: -
z =0
x =2022
I
_]_-' —_——
2023 & | 2

Vay: GTLN cua A bang
Cau 18. (HSG 7 TP Bic Giang 2022 - 2023)
_|x- 2022+ 2023

B e - 2022|+2024°

Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc
Loi giai
(|- 2022[+2024)- 1 l

T - 2022[+2024 ) - 2022[+2024

Ta co
1
|.r - 3022|+ 2024

Ta thdy  dat gia tri nho nhat khi dat gia tri 1on nhat

= |x- 2022+2024 o . 150
dat gia tri nhé nhat (vi

).

|x- 2022| 20, ¥x = |x- 2022|+ 2024 =2024, ¥x

Mat khac
i
Czhﬁ{}:;%3
Do do 2024 2024
o - 2022 = _

Déu bing xay ra khi va chi khi *~ 2022 =0 gyy ra ¥ 72022
2023
2024

Viy gia tri nho nhit cua C 1a
Cau 19. (HSG 7 trwong Hiép Hoa 2022 - 2023)
. ) A =Px-4|+[5x-7|- x+2025
Tim gié tri nho nhat cia .
Loi gidi
4
Ix-4=0= x=—
Ta co: 3

Sx-T7=0==x :E
5
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Ta c6 bang xét dau sau:

4 7
3 5
3x-4 | 0 + I +
5x-7 |7 I ) 0 +
[[3x- 4| =4- 3x
< =
Y23 ||5x-7|=7-5x
TH1: véi .
A=4-3x+7- Sx- x+2025 =2036- 9x =2036- 9.+ =2024
Khi d6 3 (1)
4 7 [[3x- 4] =3x- 4
—=my= =
3 5 |[5x-7|=5x-7
TH2: véi .
A=3x- 4+7- Sx- x+2025 = 3x+2028 =-3. . +2028 = 0119
Khi d6 : >
7 [Px-5|=3x-5
X=z—=
5 |px-7|=5x-7
TH3: Véi .
A =3u- 4+5x- T- x 42025 =Tx- 2014 27, 2014 =212
Khi d6 : NG)
PERLUICI - 7
Tir (1); (2) va (3) suy ra 3 Déu = xay rakhi
10119 7
—_— X =—
Viy gid trinho nhdtcia 4 12 > khi >

Cau20. (HSG 7 huyén Gia Vién - Ninh Binh 2022 - 2023)

P =0. +x - 4x+7.

J"I
8

Tim gia tri nho nhét cta biéu thirc
Loi giai

. | ;
P Zﬁ.‘y - 3 +x - 4x+7.

Ta co:

: 1
0.(y- —| 20,%y
} 3 y V)

¥ - dx 4T =xt- 25 24443 =x(-2)- 2Ge- 2)43 =(x-2) +3>0, Wx

= P23, Wy _, 7 C(x-2) =0
* Dau “=" xay ra khi:
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Cau 21.

Cau 22.

Cau 23.

1
J_} =—
8
o . 1 (X =2

Vay gia tri nhd nhat cua bicu thirc P 1a 3 khi
(HSG 7 huyén Huwong Khé—Ha Tinh 2022 - 2023)
P _4049 - 2x

T 2 #2023).
x- 2023

Cho biéu thirc: Tim cac gia tri nguyén cua X 48 biéu thie dat

gia tri nho nhéat, tim gia tri nho nhét cua P .

Loi gidi
. | . | = MO
pod049-20 3-2(x-2023) L 3 Lo
- 2023 - 2023 x- 2023
3
Bidu thire © dat GTNN khi va chi khi ¥~ 2923 ¢6 GTNN = *~ 2923 13 56 am I6n nhét

X = x=2023=-1= x=2022 (TM)
(vi 7 nguyén)

-5 x =2022

khi
x =2022

Khi d6 GTNN cua © 1a

Vay GTNN cia £ 12 ™ khi
(HSG 7 huyén Thi Thuy - Théi Binh 2022 - 2023)

E =9 5
Cho biéu thirc - 2y6i % 1a sé nguyén. Tim gid tri nguyén nho nhét cua £ 2
Loi gii

Pidu kién: ¢ 2

a=-5 a-2-3 3
E_ﬂ—E_ a=2 _I_R—E

3

E a-2

nhan gia tri nguyén khi 1a s6 nguyén.

= 3ig. 0= a- 26|33 = ae[35L- )
Thr lai cac truong hop thi ta tinh dwgc gia tri nho nhat caa & bang "2 khi @ =3

Viy gia tri nguyén nho nhat cia & bang ~ 2 khj @ =3.

(HSG 7 huyén Song Lo, trwong Pon Nghia—Hung Ha 2022 - 2023)

P =14- X
Tim gia tri 16n nhit cua biéu thirc X G6i Y ash nguyén khac? .
Loi gidi
p :|4- X 14 10
Ta co: 4-x 4- x
10

=4

P dat GTLN 4™ ¥ dat GTLN
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Cau 24.

Cau 25.

10
Néu 47 ¥>0 g 4-x

>0

10
Néu 47 %<0y, 4-x

<0

10

4

Pé 4™ ¥ dat GTLN thi *~ ¥ 14 s6 nguyén duong nhé nhét = #~ ¥ =1= ¥ =31y

Khi ¥ =3 i £ =11
Vay P c6 GTLN bang !! kni ¥ =3
(HSG 7 trwomg Ly Nam Dé - Hung Ha 2022 - 2023)

2011
B =
2012~ [x- 2010

Tim * nguyén dé biéu thirc sau dat gia tri nho nhat
Loi giai

- |x- 2010| =0 -, 2012~ |x-2010| <2012

X L
vO1 moi

x=>4022

r=<-2

Ta co: vO1 moi

2012- |x- 2010/ <0 = |x- 2010|>2012 =
* Truong hop 1:
2011
~ |x- 2010]- 2012

. B nh¢ nhét khi va chi khi
|x- 2010|- 2012 =1

Khi do, & <0 dat gid trj duong 16n nhit

khi va chi khi

x =4023
= [e-2010]=2013 |

(théa man).

Khi do, B nho nhat bing 2011

2012~ |x- 2010|> 0= |x- 2010[ <2012 = -2<x <4022

* Truong hop 2:
2011
0<2012- |.r- EDID|£EDIE=v B=
s 2012
Khi do, .
_ 2011

. _ q 2012- [x- 2010 C s -

Vay x=-3 hodc * =4023 . biéu thirc | | dat gia tri nhd nhat bang 2011

(HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)
C2Ge- 1) +2(y-2) +100
(x-1) +(y- 2) +2

Tim gia tri 16n nhét cia biéu thirc:
Loi giai
2= 1) #2(p-2) +100
(x- 1) +(y- 2) +2
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2[Ce-1) +(p- 2) +2]- 44100 96
= - - =2+ . 5
(- 1) +(p-2) +2 (- 1) +(p-2) +2
(x-1)°" =0

(1-2) 20= (x- 1) +(y- 2) +2 =22

Vi
= % 04
(x- 1) +(p-2)y+2 2
= 2+ I 1)
(.‘G’-l)_‘!‘(_}" 2) +2 = D <50
(x- l}'ﬂ:[]-:_’ {r =1
(v=-2y =0 [y=2
Dau bang xay ra khi
{xZI
, : =2
Vay gi4 tri 16n nhit ctia bidu thic: 2 1a 29 khi

Céau 26. (HSG 7 huyén Hwong Khé - Ha Tinh, trwong Tan Tién - Hung Ha 2022 - 2023)
_Eh—q+3

, , - 1]+1
Tim gia tri 16n nhat cua biéu thirc | |

Loi giai
_Eh—q+3_3h—q+2+l_1+ |
_|.r—l|+l B be- 1] +1 T - 1[+1

Taco
-1 =0
Vi‘x E v&imoi .
= -+ 1zl
vol1mo1 .

1 <1
|.r— I|+l B

=

vO1 moi
|

+2 =
|.¥— l|+l

=

oo X
véimoi .
Vav oid tri 16 L, C o3 oo x =1
ay gia tri lén nhat — 1a = khi va chi khi
Cau 27. (HSG 7 huyén Tam Dwong - Vinh phiic 2016 - 2017; huyén Phu Ly, trwong THCS Ly
Tw Trong 2018 - 2019; huyén Hung Ha, Viing Tau 2022 - 2023)

v ZEDlErx— 2016

Tim gi4 trj nguyén cua * dé biéu thirc 3 +2 06 gi tri nho nhét,
Loi gidi
¥ o= ; 7} M- ) N = 3
|, _2016x-2016 _672(3x+2)- 2016- 1344 _ 3360
Ix+2 Ix+2 Ix+2
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Cau 28.

Cau 29.

3360
=

M hénhdt  S*+2 16n nhat
" 3360 _
Xét x+2< thi 3x+2 (1)

3360 S
X6t 3x+2>0thi 3x+2

0

3360

3X+2 160 nhét khi
3x+2

3¥+2 | ho nhit
3x+2

3 n3x+2:2 ne x =0

Ma ¥ nguyén, duong va chia ° du 2 né én

3360 33(][}1 —1680
Khi d6: 3x+2=3.[}+,_, (2)

3360
3x+2

c6 gié tri 16n nhat bang 1630

x =0

So sanh (1) va (2) thi

oM, =-1008
Vay khi
(HSG 7 huyén Hoing Ho4 - Thanh Hoa 2017 - 2018; trwong Nguyén Téng Quai - Hung
Ha 2022 - 2023)

B x4 43
A : T+ 2
Tim gi tri 16n nht céa biéu thae: 7~
Loi giai
e i+ 2+
5:1: Jﬁ 3:1’ ﬁJ S I:"“#
Ta cb: Xy 42 Ty +2 Xy 42
x? >0
220 = 4+ 4222
Ma N
¥t +2 L . x =y =0
I nho nhat bang 2 gn T
l+l :3
B |6 nhétbing 2 2
Khi do
3
B =2
max 2 ) X :y :0
Vay khi .
ruong Min ai - Hung Ha -
(HSG 7 trwong Minh Khai - Heng Ha 2022 - 2023)
_|x- 2017|2018
L : .2 x=-2017|+2019
Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc: |x | .
Loi giai

|x-2017[ 42018 (jx- 2017|+2019)- 1 | |

C‘ -
|x-2017[+2019 = |x-2017[+2019 _  |x-2017[+2019

Ta co:
. . x=-2017|+2019 .

Biéu thic ¢ dat gid tri nhé nhat khi | | c6 gia tri nhd nhat
Trang 15/81
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Cau 30.

Cau 31.

 |x-2017 =0 |.r— EDI?|+EDI9 =2019
Ma nén .

2018

Déu "= xay ra khi x=2017= 2019

2018

Vay gié tri nho nhét caa © 1a 2019 kni ¥ =2017

(HSG 7 truwong Cu Khé 2016 - 2017; trwong Luu Khanh Pam - Hung Ha 2022 - 2023)
. . i A:(.‘{'-E):+_].J-r|+3
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic .
Loi giai
-2 - x| =0
Ta ¢ (x-2)" =0 v&i moi x va ‘} ‘ véi moi %Y = A=23
(x-2'=0 [(x=2
=
A a3 -z |y =2
Suy ra “* nho nhat bang ~ khi
A =3 x=y=2
Vay min khl X y .
(HSG 7 trudng Hong Linh - Hung Ha 2022 - 2023)
. , . K =(3x-2y) - (4y- 6x) - [x + p- 3|
Tim gia tri 16n nhat cua biéu thurc sau .
Loi giai
K =0Gx-2y) - (@y- x)- e+ y- 5|
Ta co:
=Gx-2y) - 4.2y~ 3x) - [x+y- 5|
=(x- 2y - 4.Gx- 2p) - x4 p- 3|
=-3.(3x- Ey): - |.r+y— 5|
=-[3.Gx-29) [+ y- 5
3.3x-2Y =0
Ta co vO1 moi gia tri cua
x+y-5=0 ~ xy
vO1 moi gia tri cua
13.Gx- 200 +x+ - 5] 20 .y
Do do vGi moi gia tri cua
< [3.Gx- 20) [+ y-5]) <0 .y
Nén vGi moi gid tri cia

Hay K =0 v&i moi gid tri cia
n—n 3x-2y=0 _ x+y-5=0

Diu — xay ra khi va chi khi va (1)
X _Yy
-2y = 3x=2y= 2 3
vei TV g YT =2 3
=3 =k v =2k y=3k
pat 2 * . Knidoe " ;Y
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Cau 32.

Cau 33.

Cau 34.

= :3k - - - = =
Thayx 2kvé1y Va‘lo(l)taduqcn-“y‘ 5-0 = S5k=5= k=1

vei k=1 gy ¥ =203

. , . . x =2y =3
Vay gié tri 16n nhét cia biéu thie K 12 0 khi vachikhi = % .

(HSG 7 huyén Pat Miii 2016 - 2017; huyén Hwong Khé - Ha Tinh 2017 - 2018; huyén
Rach Gi4 - Kién Giang 2018 - 2019; trwomg Hong Linh - Hung Ha 2022 - 2023)

Cho a,b,c,d

E =|x— a|+|x— b|+|.¥— c|+|x— d|

la cac s6 duong. Tim gia tri nhd nhat cia biéu thuc

Loi giai

, , , al+blzla+b] ,
Khoéng mat tinh tong quat, gia sir ¢ =h <c=d . Ap dung BDT | | | | | |, dau bang xay
ra khi va chi khi “2 =9

|x— a|+|x— rf| 3_=*|.¥— ﬂ|+|d— .¥| l_=*|x— a+d- x| —d-a (1)

ta coO:

|.r— b|+|_r— c| 3:|.r— b|+|c— .r| 3:|.r— h+c- .r| —c-b 2)

uy ra .

x n :H \ . . ) . z n :H , (1) R (2) ,
Dau xay ra khi va chi khi dau o va Xay ra
) x-ald-x)=0 (- b)e- x)=0
khi va chi khi va .
Suy ra 2 <x <d va b<x=c

(HSG 7 trwong Dan Chu - Hung Ha 2022 - 2023)
C =fx- 2+ (- yY +3=7 +9 416
Loi giai

C =lx- 2+ G- p) +3W=7 49 416

Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc

Ta co:

vi ¥-2/20 yye g (-3 20 Vix;peR 22 20Vz€R - 22 +920 Vz€R

b

o NZ+923vzeR o 374929 V2R
s Je- 2+ G- yY #3749 410 225

S - 24 G- p) #3427 49 +16 225
hay C > 25

C . =25 . =y =2 —
Vay ™ khi va © 0.

(HSG 7 truwomg THCS Tan Uéc 2013 - 2014; huyén Hwong Khé (va Dé 326) 2016 - 2017;
treong THCS Hong Lién, huyén Pha Li - Ha Nam, truong Hoang Quyén, truong Ly Tu
Trong, truong Phong Dat 2018 - 2019; truwong Thai Hung - Hung Ha 2022 - 2023)

e A=[2x- 2+ [2x- 2013
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic .
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Loi giai
A =[2x = 2|+[2x- 2013| _|2x- 2[+]|2013- 24 =[2x- 242013~ 2x| _501¢
Ta co:
2013
l=x =

, on—n 2x=2)2013-2x)=0
Dau — xéyrakhil‘( v- 2) ¥) = 2

2013
2

A Amin =2011 . P=x=
Vay khi

Céu 35. (HSG 7 trwong Tran Thi Dy - Hung Ha 2022 - 2023)
2 |3.r - 3| +7
. o |3x—3|+5
Tim gié tri nho nhat cta
Loi giai
_2|2x—3|+? _s. 3

B 2= 3+5 2x- 3|+5
Taco

2x-3=z0
Vi vol moi ~ .
1 1 -3 -3

= [x- 34525 Px-3+5 =3 [2x- 3[+5 =5

3
Déu = xdy ra khi 2x-3=0 2

Vay khi
Céu 36. (HSG 7 huyén Hoang Hoa - Thanh Hoa 2017 - 2018; truwong Lé Tw Thanh - Hung Ha,
Muong La - Son La, huyén Séc Son 2022 - 2023)
Tn-8
2n-3

Tim s6 ty nhién " dé phan s6 c6 gié tri 1on nhat.
Loi giai

Tn-g _20n-8) _7@n-3)+5 7 5
-3 2@n-3)  2(2r-3) 2 2(2n-3)

Ta co:
5
, , 2(2n-3) .
Phan s6 da cho c6 gia tri 16n nhat khi va chi khi 16m nhat.
2(2n-3 .
Suy ra (2n-3) nho nhat khac 0 .

Ma " 1a s tu nhién nén 22n-3)=2= 2m-3=1=2m=4=n=2

Vay gié tri 16n nhat ciia phan sé da cho bang 6 xni " =2

Cau 37. (HSG 7 trwong Diép Nong - Hwng Ha 2022 - 2023)

_3|x - 2| +2020

. o PO ) |.r— 3|+3

Tim gié tri 16n nhat cia biéu thuc
Loi giai
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3e-2)+2020  3(x-2[+2)-6+42020 2014
_ o242 - 2[+2 T x-2]#2
a Co:
Ta [x- 2|20 Vx = |x-2|+2 =2
a thay :
| | 2014 2014 2014
g2~z feaeas 2 0 e o
= P <1010
- 2| =0

= x-2=0= x=2

Do d6 ¥ dat gi4 tri 16n nhét 12 1°1%khi va chi khi

Vay biéu thie © dat gia trj 16n nhat bing 10 khi va chi kni * =2
Cau 38. (HSG 7 huyén Hung Ha - Thai Binh 2021 - 2022)

_2022-x
. 2021 - L . L :
Tim *€ z de 2021~ x c6 gid tri 16n nhat. Tim gié tri 16n nhat do.
Loi gidi
2022- x _ (2021- x)+1 1
B = = =1+
Ta co: 2021- x 2021- x 2021- x

1

Pé B lonnndtthi 29217 X 160 nhét
1

- <0
2021- x< 0. 2021- x

+ Néu
|

— >0
2021- x>0 thi 2021- x

+ Néu

Vi ¥ 1a s6 nguyén nén 2021- x 15 46 nguyén duong
1

DPé 2021~

X 16 nhét thi 2021~ ¥

A 4 - — :'j‘ 2
phai 1 s6 dwong nho nhét khi 2921~ ¥ =1 = x=2020

Vay bidu thire B dat gi4 tri 16n nhat bing 2 khi ¥ =2020

Céau 39. (HSG 7 huyén Y Yén - Nam Pinh 2021 - 2022)

o , . A=dy-2y"-5-[2x- 3y +]

Tim gié tri 16n nhat cia biéu thuc .
Loi giai

B=4y-2y"-5

Xét o

=(4y-2y2-2)-3=-2(3"-2y+1)-3=-2(37- y- y+1)-3

— 2[(}-3 - y)- (y- I)] -3 =-2[3(p-1)- 1.0y 1)] - 3
=-2(p-D(p-1-3=-2(3-1Y- 3

A=-2(y-1) - [2x- 3p+1|- 3
Do do
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C X,y (y-1) 20 |2.r— 3y+1=0
Véi moi gia tri cua ,tacod va

= -2(p- 1) - [2x- 3y+1|=0

= A=-2(y- 1) - [2x- 3y +1|-3=-3
|(_]-" I)- =0 J_]..l— | =0 J_],J =1 {x =

= = =
[2x-3y+1)=0 " |2x-3y+1=0 |2x-31+1=0 |y=

Dau ~  xay rakhi
(x;}-'):(l;l)

Vay gi4 trj 16n nhit cua bidu thire 4 1a 73, dat duoc khi va chi khi
Ciu 40. (HSG 7 huyén Luc Ngan - Bic Giang 2021 - 2022)

. .. P =lx- 2019|+|x- 2020|+|x- 2021
Tim gié tri nho nhat cta .

Loi giai

P =[x~ 2019]+|x- 2020|+|x- 2021
Ta co:

:(|.r— 2019]+[2021- x|)+|x- 2020|

|x- 2019]+|2021- x| =|x- 2019 +2021- x| =2

Ta co
Déu bing xdy ra khi (x- 2019)(2021- x) 20 _, 2019 < <2071 )
x-20200z0 , | _ )
Laico | ‘ , diu bang xay ra khi * =2020
® @) P x =2020

T va  suyrabiéu thic © co gia tri nho nhét 13 2, xay ra khi
Céu 41. (HSG 7 huyén Luc Nam - Bic Giang 2021 - 2022)

o . . P=(2x-5y) - (15y- 6x)’ - |y - 40|
Tim gié tri 16n nhat cta biéu thuc: .

Loi giai

P =(2x-5y) - (15y- 6x) - |y - 40|
Ta co

=(2x- 5_],’): - (6x- ISJJ:I: = |.ry- 4U|

-

=(2x- 5y - 9.(2x- 5y -

xy - 40|
=- [8.[3.‘:- Sy) +|ay- 40”

v (2x- 5y)* =0 X,y

Ta tha
oy - 90[ =0

. X,V 8(2x-5y)y =0 .
VO1 mol nen VO1 mol

véi moi %Y
8.(2x- SyY +
Khi do %)

.rJJ—4D|3:D X,y
VvO1 mo1

- [8.{2r— 5)" +|ay- 40” <0 ¥

véimoi Y

Suy ra

. -
Hay £ =0 vO1 moi Y
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,on_—n 2x - 9 = xv =40 =0
Dau ~— xéyrakhi{ *-3y) ﬂvé‘" ‘

o

X
 (2x-5y) =0 2x =5y 737

+ Vi h
ey A0S0y =40
Y B
pat > 2 taduoc ¥ =K vy Y =2k
Ma =40 nen Ok 2k =40
Tim dugc ¥ =2 hoic ¥ =72
+ Néu k=2 thi x =10 ;y =4
AN K =2 gy T T 10:y=- 4
Vay gia tri 16n nhit cta P 13 O khi va chikhi * =10.7 =4 hoge ¥ =" 10,7 :-4.

Céu 42. (HSG 7 huyén Luc Nam - Bic Giang 2021 - 2022)

Cho ¥ =17 % x>0 »>0

5 (a va
1a hang s6 duong da cho).

. Tim gi4 tri nho nhat cta biéu thirc
Loi giai

.. Cox=l-y= x+y=1
Theo bai ra ta co: g J

5 ] 5 3 2 2
a-x b +y a b a b
F= + ==+ —+]l =+ —
. x ¥ x ¥ X ’
va Y
a(x+y) P x+y) ., ay bx
- + —a’+——+——+p
x ¥ LX+y = x ¥
(vi )
ay b'x
b>0 P
., a,b> \ ~ 2. . X 1 n 2.
Vi 7 va khong doi. Ma khong doi
ay b'x a’y b'x
B — R
X

£ X ;
nho nhét khi Y

= a’y’ =b"x" = ay =hx

a
=?a(|—.v)=b.‘r=?(a+b).‘r=a:x:a_hh
_a b
= y=l-x a+b a+b
=>£: 4 : b :E
v a+h a+bh b
P=a"+b +a -EH’J: t
Thay vio £ ta dugc: a b
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b sab+ah =ala+b)+bla+b) =(a+b)a+b) =(a+b)

. — b= b
vay ™ Sarh) i avb T awb
Cau 43. (HSG 7 Thi xa An Nhon 2021 - 2022)
p_22- 3
4-x

Cau 44.

Cau 45.

Tim céc gi4 tri nguyén caa * dé biéu thuc c6 gia tri 1on nhat.
Loi gidi
3x _12-3x+10 10
= =3+

22-
4-x 4-x 4-x

B =
Ta co:

Suy ra B gat gia tri 10n nhét khi X ash duong nho nhét.

Ma * 1a sé nguyén ~ 4-x=1=x=3

B =13 —
vay Cmr T g X3

(HSG 7 huyén My Dirc - Ha N§i 2021 - 2022)

» O =[x - 2020|+|x- 2021| +|x- 2022 PR
Cho biéu thtrc: . Tim ~ dé biéu thirc
nhat. Tim gi4 tri nho nhét do.

Loi giai
Tacs 2 =[x - 2020[+|x - 2021|+|x - 2022|
|a|+[b| =|a + |

Ap dung BDT gia trj tuyét doi: . Dau ‘=’ xay ra khi

|- 2020[+|2022- x| =|x- 2020+ 2022 - x|=2

Ta cod vO1 moi o (D)
x-2021z0
voéi moi ~ (2)
Te(yva2) = 422 v6imoi *
(- 20002027 -
(x-2020)(2022- x) 3:0:’ x =2001
. x=2021=0
Dau ‘=’ xay ra:

Vay © c6 gia tri nho nhét bang 2 khi ¥ :2021.
(HSG 7 huyén Ung Hoa - Ha Ngi 2021 - 2022)

L , . P =|2021- x|+]2022 - x|

Tim gié tri nho nhat cta biéu thic .
Loi giai

P =[2021- x|+[2022- x| =[x~ 2021[+[2022- x|

Ta co:

T o |- 2021|+|2022 - x| =[x~ 2021+2022- x| =I
aco

. (x- 2021)(2022- x) =0
Dau bang xay ra khi = 2021 =x EEDH,

ab =0

co gia tri nho
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Cau 46.

Cau 47.

2021 =x {1[}11

Viy biéu thie £ ¢o gia trj nho nhét 1a 1 , xay ra khi

(HSG 7 huyén Hoai Nhon 2014 - 2015; huyén Phu Cat - Binh Pinh 2017 - 2018; TP
Viing Tau 2021 - 2022; huyén Krong Ana 2022 - 2023)

. . ,, A =|x- 2|+[2x- 3|+[3x- 4]
Tim gia tri nhé nhat cta bicu thuec :

Loi giai
|‘r—"|+|3¥ 4|—|7’—¥|+|3¥ 4|}|"—¥+3r 4|—|1r—7’|
Ta co6:
, = (2- x)Bx-4)=0
Dau “=" xay ra
x=2
2-x =0 22x 4
3x-420 ||3x24 =34
= < = o =y =<2
2- x =0 2=<x x =2 3
3x-4=0 3x =4 4
'ﬁ'ﬂg

L ed |2x- 2|+ [2x - 3| =[2x- 2|+ 3~ 2x] =[2x- 2+3- 24 =[] =1
a1 co:

. e (3- 2x)(2x- 2) =0
Dau “=" xay ra

3
3-2x20 [[-2x=-3 Y3
2x-2=0 2x =2 v =] 3
= = = = | <y =—
3- 2x =0 -2x =-3 2
X E—
2x-2=0 2x =2 2
x =l
= A=[c- 2|+|2x- 3|+ [3x- 4|=1
Do do
i*_ix =2
3 4 3
= & — XX =—
5
l =x EE 3 -
, 2
Dau “=" xay ra N
4 3
= — =X =—
Vay gi tri nho nhtcaa 4 121 3 2
(HSG 7 thi xa Cira Lo - Nghé An 2021 - 2022)
b, c =72 "% =20727
Cho 1a cac s khong am thoa mén: a+3c _“ﬂ“l, a+2b =2022 . Tim gia tri 16n nhat
cualf a+b+r'
Loi giai
Ta co: a+3c=2021= a =2021- 3¢, a+2bh =2022= a=2022- 25
1.3
= bhb=—+_¢
2021- 3¢ =2022- 2b = 2b =2022- 2021+3c =1 +3¢c 2 2
Suy ra:
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1 3 1
P=a+h+c=2021- 3c+;+;c+c :EDEI;-

i i i

c=z2021—

1
2 2
2 2 i€

Nhu vay:

a+2b=2022= b=

c =0

Khidéﬂ+3c =2021= a =2021,

2021l a=2021;b =

Vay gid trilénnhitcia £ 13 2 khi
Ciu 48. (HSG 7 huyén Vii Thu - Thai Binh 2021 - 2022)
€ =2022+By- 1|+(2x- y+3)

A N ]y —
Dau bang xay ra

co =0

1
5

Tim gi4 tri nho nhét ciia biéu thirc:
Loi giai

X,y 3y- 120 L (X y+37 20

V61 moi ta co:

= By- 1|+(2x- y+3) 20 5 € 2022

khi va

Dau bang xdy ra
1 -4

= y=—lx=

3 3

Vi Cmin =2022 .
ay voi )
Cau 49. (HSG 7 thanh phé Thai Binh 2021 - 2022)

Tx-8 3

A= X #—
Cho bidu thie: ¥~ 3 véi 2

1. Tinh gié tri ciia bidu thirc ! biét

I
2

[3y-1]=0  (2x- y+3) =0 & 3y-1=0 _ 2x- y+3=0
va

2. Tim cac gia tri nguyén cua ¥ 48 bidu thie 4 co gia tri 16n nhat. Tim gid tri 16n nhat do.

Loi giai

x4 |- 2=-1= Jc+l =1
3

1. Ta co:

1
r+4—=|= yx=]-

I
‘ _ 3
Truong hop 1:

M
I

=
| b

2 3

Voi 3 thoa man diéu kién X #2 thay vao biéu thirc 4 tinh duoc

kb

Lol | |-

[
s ]

[l
(]

[
Lad
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7.4 % 5
3 52
A :T -
M x 2.5-3 17
Véi O théamandidukién 2 thay vao bidu thire 4 tinh duoc
:E A:2 x:j
vay A 2 3, Vg 3
7 21 5
Tx- 8 g{“T_B}_S+g 7 B ( )
_ Py - XE
Z.TaCé:A_zx-3= ET'?P =2+2¥ 3 ¢
5
2
4 160 nht khi 273 16n nhét
5
- (2x-3)
- . Xx= . , Tyo 3= -7
2x-3 16n nhat khi la s0 nguyén duong nhd nhat~ =¥ 3=l=x=2 ( Thoa man)
5
)

—+

Thay * =2 yaobibu thue 4=2 2¥-3_¢

Vay * =2 thi gi trj 16n nhét cta biéu thie ! bing 6.
Cau 50. (HSG 7 huyén Bat Xat - Lao Cai 2021 - 2022)
2011
W =
2012 - 3[x- 2010|

Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc

Loi giai

2011

M =
2012 - 3|.'r— EDID|
L M oo .. 2012-3|x- 2010| o .
Biéu thic dat gia tri nhé nhat khi c6 gid tri 16n nhat
-3|x-2010/<0 =~ =2012-3[x-2010|=<2012
Ma vO1 moi vO1 moi
Déu “=" xay ra khi * =2010
2011

i:—
S 2012 .. . X
uy ra v&1 moi

_ 2011

S 2002 =2010
Vay
Cau 51. (HSG 7 huyén Muong La - Son La 2021 - 2022)
y _|x- 201642017
e : 2 x=2016|+2018
Tim gia tri nhé nhat cua biéu thtrc: |x |
Loi giai
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Cau 52.

Cau 53.

Cau 54.

_|x- 2016]+2017 _ 1

A= =
Twcs.  |x72016[42018 " |x-2016]+2018

1
2016|+2018

4 6 GTNN khi | *~ ¢6 GTLN

| x- 201642018 =2018 . Vx x=2016

Lai co: (voi ). Dau “=" xay ra khi

2017

Vay 4 c6 GTNN 1a 2018 gy ¥ = 2016

(HSG 7 huyén Triéu Son 2015 - 2016; huyén B6 Trach - Quang Binh 2017 - 2018; Chw
Sé - Gia Lai 2021 - 2022)

+y= > 0., P> 0 \ .« . 9 A B A 7 g A A z
Cho va " g . Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc J (a va b la cac
hang s6 duong di cho).

Loi giai
2 2 2 2 (v + v 2 (x+ v

@ b _al bl _a Ge+y), B.G+y)

Ta co . t o * ¥
a’y b'x |a'y ¥ )
—a +——+bh + = + +a +bh
X ¥ X ¥
b'x
Cicsdduong 7 c6 tich khong déi nén tdng cua ching nhé nhat khi va chi khi
b L
ay _rr a’y’ =b’x* = ay =bx= all- x)=bx= x = a
X ¥ a+h
b

y=——r

Suy ra at
(asbf ¥y =—
, . P=(a+b)y *~ V=

Vay gi4 tri nh6 nhét ciia bidu thirc 1a khi a*b atb
(HSG 7 huyén Ly Nhan - Ha Nam 2021 - 2022)

\ A A YV 2212 , :lJJ_4|+|J'J_ lt:|'| R+
Tim s0 nguyén = d¢€ bi€u thirc dat gia tri nho nhat.
Loi giai

(Jal =I

a| la|+[p|=[a+b]
Ta co va )

Dau “=" xay ra khi ab cung dau hodc it nhat mot s6 bang 0
=|y- 4|+[y- 10| =[y- 4]+|- y+10|=

. y-4+10- y| =0
Ap dung

, (y-4)10- )20 = 4< <10
Dau “=" xay ra khi ! (10-5) = Y

vi ¥ nguyénnén =~
(HSG 7 huyén Quang Trach - Quang Binh 2021 - 2022)
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Tim mot s0 c6 ba chit s0 sao cho ty s6 gitra s0 do voi tong céc chit sO ciia nd ¢o6 gia tri nho nhat.
Loi giai

, O=a =9 0=hc=9)

LA ~ A A w_1xabc (@b o,
Goi s0 ¢6 ba chif so can tim 1a (@b, 1a cac chir so,

L= abc _100a+10b +¢ _,29a+9%
Ta co a+h+c a+hb+rc a+h+e

voi “? xac dinh thi ¥ bé nhét khi ¢ 14 s 16n nhét — € ="
994 +9h (g +b+9)+90a- 81 90a - 81
=1+ =1+ =10+
Khi d6 a+h+9 a+h+9 a+h+9

V6i 9 xédc dinh thi ¥ bé nhat khi b I sé 16n nhat = 2 ="

} ; 10(q+18)- 189 .
k=10+202"81 _15,9102-9 _ 1540, (a+18) —100- 2189
Khi d6: a+18 a+18 a+18 a+18
=k —100. 2189 .
a+18 ye hAt khia bénhdt~ ¢ =L
i =192
Vay sb cAn tim 13199 va 17

Cau 55. (HSG 7 huyén Quang Trach - Quéang Binh 2021 - 2022)

A :_'+_-+_-+...+—_{—_
. nEN,n =3 ERFE R 3
tac 3 4 5

Chtrng minh rang voi 0: mo 12
Loi giai
! - : - : +..+ :
€IN,n =3 ¥4 5 =
01” " ta co: 345 n
o T T 7
= 2A=—+—+—+ -+ —
¥ 4 35 n
2 2 1 1
_{-} :1___
Ta cb 3 234 23 34
2 2 1 1
—_— — =
4 345 34 45
2 2 1 1
— = =
5 450 45 350
2 2 1 1
—= = -
o (n=Dan+l) (n-1)n n(n+l)
2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2d=—+ 4+ b - - b - 4 -
¥ 4 5 n 23 34 34 45 45 5.0 (n=1)n nin+1)
- 1 1 1 1
= 2d=—- = < - = 4=
2.3 nn+l) 12 2nin+l) 12
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R ¥ 3 9 . r.'E N,n =3
Ciu 56. (HSG 7 huyén Dirc Tho - Ha Tinh 2021 - 2022)
10n -3

4n-

Tim sb tu nhién n qé phan sb 10 dat gia tri 16n nhét.

Loi giai

_10n-3 _2,5(4n-10)+22 gy 5y 22
Pt 4n-10 4n- 10 T 4n- 10
22 L, 22

. 13,5 p=
Vay B 6 GTLN bing ~ khi” 3

Cau 57. (HSG 7 huyén Tam Nong - Phu Tho 2021 - 2022; huyén Lam Thao 2022 - 2023)
_|x - 2022|— |.r - 2D23|+|x— 2D24|+ 2022

|.r- 3033|+|x- 3D33|+|x- 3D34|

Tim gia tri 16n nhét cta biéu thirc
Loi giai
|- 2022|+ |x - 2023|+ v~ 2024+ 2022~ 2|x- 2023]

P =
|x— 3[}33|+|x— 3[}33|+|x— 3[}24|

Ta co:
20272 - "|r 1;}13|

P=l+
v - 2022]+[x - 2023]+[x - 2024|

|‘-{- 2023 =0 = 2022 - 2|x- 2023| 2022
|- 2022+ [x - 2023+ [x - 2024 —|r- 2022[+]2024- x|+|x- 2023
Z|x- 202242024 x|+ [x- 2023| =2 +|x- 2023| =2

1 1
- 2022]+[x - 2023]+]x- 2024| =3

Suy ra:
20272 - '}|¥ 1(}13| 222
=

|r- "D""|+|r- 1[}"3|+|r- "[}"4|

20722- 2 |r 1[}13| 2022

= P=l+ =l+——=1012
|r- "D'”|+|r- 1[}"3|+|r- 1[}"4| 2
x-2023=0 [y =2023

, (x-2022)(2024- x) =0 ~ 12022 <x <2024 —» + >
Déu “=" xdy ra khi - = x=2023

P =1012 x =2023

khi
Cau 58. (HSG 7 huyén Thiéu Héa - Thanh Héa 2021 - 2022)

Vay gia tri 16n nhit caa biéu thic
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x+y+z=0 , -1=<x=<l -1=y=<l _1<;<«

X, s \ A \ ’ 5 ~
Cho ™ ¥ Z 1a ba sb thuc tiy y théa man va ;
N g x o, PExt eyt as
. Tim gia tri 1é6n nhat cua biéu thtrc: .
Loi giai

A X Lo A c AN A
Trong basé ™, Y , © c6 it nhat hai s6 cung dau.

Gia su x20 y=0 hoac x<0 »=0

, >0 = z=-x-y =0
*NéuxZO’y ]

Mé-lsxsl_'liyﬂl_ 1<z <l

Do d6: Ostl; 0=y Sl; -1<z<0

P =x +y° +z" <

Khi d6: o+ b+l

bl = ocim 0sys c1szs0

CP=x 4y 4" =x+y-z
Do d6

-l<z<
Mat khac: I=z=0

= P=x 4+ +z" =2

v =X
¥ =y f
I xe|0;1]
r+y+z=0_ J'E{D-fll
0 =x =l z==1
. o=y =1 x+y =l & (.T.f}'.f:):: (0:1:- 1),(1; 0 - I):
Dau “=" xdy ra khi '
*NéuxSO, y<0 =:z=-x-y=0
Ma "l =x sl -l=y {1’ -1<z <l
Do dé: - 1 =¥ =0, -l1<y 50; 0<z<l
. P=x 4y 4 £|.T|+ J1'|+|:|
Khi @6
] =G i <0 -1y =0 02221
a (vi ; ; )
P=x +J'_. +z° <(-x)+ (- }')"‘:
Do do
-xX-y= x+yv+z=0
Ma Y T i )

= P=x"+y +z" =2z

Ly <z<|= P=x"+)y"+z" =2
Mat khac: 0=z<l :

b
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Cau 59.

Cau 60.

y =¥

z =l
x+y+z=0
-1=x=0

=1 .q:_]_. =0
A ) . =F = A T U U G 4 . ~
Dau “=" xay ra khi khong c6 gid trinao ctia ~, © , © thda man.

Tuong tu v6i truong hop ¥ ya cung dau hodc Y vaz cung dau ta ciing co:

(x; y32) = (0;- 1), (13- 1,0), (- 1,031), (- 1;1;0))

Vay gia tri 16n nhét cia biéu thie © 13 2 khi
(erysz) = (0 1= 1,0:0;- 1,00 11D, (- 1:0),C- 10:1D, G 1 |.:::+)l-

(HSG 7 thi xa Kinh Mén - Hai Dwong 2021 - 2022)

L : . T =[2x- y|- 3|2y~ 4x|- 22" +8x +2014
Tim gié tri 16n nhat cia biéu thuc .

Loi gidi
T =[2x- y|- 3]2y- 4x|- 2x" +8x +2014

=|2x- y|- 62x- y|- 2(x* - 4x+4)+8+2014
=-5[2x- y|- 2(x- 2) +2022

2x- y[=0 (x-2) =0
Ta c6 ‘ | ’ Vx; y; Vx

b

-5|2x- y| =0 - 2(x- 29 =0
Suy ra [2¢- 2120wy -200- 27 <0 vy

- 5[2x- |- 2(x- 2)7 420222022y,

b 2

b 2

Suy ra T £2022’ Vx; y

2x- y=0

—
x-2=0

y =4

x =2

Déu @_2 Xéy ra L
, 7 oy
Viy gid tri 16n nhét cia bidu thue T 13 2022 kni ¥ =2, 7
(HSG 7 huyén Tién Hai - Thai Binh 2021 - 2022)
40 - 3x
P =

Tim gi4 tri 16n nhét cia bidu the 137 * véi * 1a s nguyén khac |
Loi giai

P :4::;- 3x =3+ |3I

Tacod o "X e X *0

1
Suy ra © 16n nhdtkhi 137 16n nhét
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Cau 61.

Cau 62.

Cau 63.

1 13- x=<0= I <
*Néu* > 13 thi 13- x

| 13- x=0= : =0
* Néu * < 3thi 13- x

Tir hai truomg hop trén suy ra 12~ % 16n nht khi * <13
1
13- x

Vi phan s6 cé tir va mau la cac so6 nguyén duong, tir khong doi nén phan so co gia tri
16n nhat khi mau 1a s6 nguyén duong nho nhat.

Hay 13- x =l o x=12 (thoa man x<13)
x =12

Suy ra L gié tri 16n nhat 1a 4 khi

(HSG 7 truomg Lé Hong Phong 2018 - 2019)

A :|E.'r" +3y° +I|— |— 2x% - x* - I|
Cho

vO1 moQ1 gia tri cua

. Chuing t6 rang gia tri biéu thirc A uon khong am

Loi giai

2x" 20,357 20 = 2 + 37 +120

Vi
“2xt - x| =22 4 X7+
Tu do
= A =2x"+3x"+1- 2x*- x* -1 =25° ::DVé’i moi *

Vay gid trj caa 4 1uén khong dm véi moi ~

(HSG 7 huyén Tan Binh - TP H6 Chi Minh, trwong Nguyén Trung Truc, truong
Nguyen Trai 2018 - 2019)

Tx-8
2x-3

Tim sb tw nhién * dé phan s c6 gia tri 16n nhat.
Loi giai

_7x-8 2(7x-8) 7(2x-3)+5 7 5
T2:-3 2@x-3) 2@x-3) 2 2(2x-3)

bat
B :L
2(2x-3) 4 o . B :
bat thi “* 16n nhat khi va chi khi © 16n nhat
Vi *EN B dat gia trj 16n nhét khi 2%~ 3 1a s6 tu nhién nho nhét khac 0 < 2%~ 3 =1
o 2x=4 & x=2
— —
GTLN cia 4 13 A 705 ¥ =2
(HSG 7 truwong Bio Phuong, trwong Thanh Thuy 2018 - 2019)
Y, _x- 14
- X

Tim sb nguyén Y aaM dat gia tri nho nhat, tim gia tri nho nhat d6
Loi giai

Trang 31/81



DU AN TACH PE HSG TOAN 7

Cau 64.

Cau 65.

Cau 66.

_x-14 _-10-(4-x) _-10

M = - l
4-x 4-x 4-x
-10
M 1 hé nhét khi va chi khi ™ ¥ nhé nhét
10 o
Xet <A 4y
-10 o
x>4 thi 4_ X
- 10 10
—

Tachixét * <% thi 4~ ¥ nhonhdt %~ 16n nhét

= 4-x=l (vi mau nguyén duong nhoé nhat)

Vay * =3 khi dé gié tri nh6 nhét ctia biéu thire M 1a =11

(HSG 7 truwong Tran Thién, trweong Thanh Mai 2018 - 2019)
A =|xx- 2008|+|x- 2009|+

o , . ¥ = 2010[+|x- 2011|+2011
Tinh gia tri nho nhat cua biéu thic:

Loi giai

a|=

, , -a| |a|+|p| z|a+b], , w_n ,
Ap dung tinh chat va dau — xay rakhi

|x - 2008|+|x- 2011| =[x~ 2008|+[2011- x| =|x- 2008+ 2011- x| =3

ab >0 . |ﬂ|3_=*ﬂ~=' a =0
va .

Ta co:

Din " =" xéy ra ki (- 2008)(2011- x) =0 o 2008 <x <2011

x= 2009 =0, ) _
Ta co: | | v6i moi . Déu “=" xay ra khi * =2009
yv= 2010 =0 , N _n =2010
Ta co: | ‘ , Vo1 moi Y .Dau ~ xay rakhi Y

A=3+2011=2014 x =2009  y =2010

Do do: . Pang thirc xay ra khi -
x =2009
—
A =2014 y =2010
Vay )

(HSG 7 trwomg Hong Dwong 2017 - 2018; trwong Pién Hong 2018 - 2019)

Vi gid tri ndo ctia ¥ thi bidu thirc: £ =" ~ 8%+ 4 514 tri 16n nhét ? Tim gi trj 16n nhét
do.
Loi giai
P=-x'-8r+5=-x"-8x-10+21=- (x> +8x+16)+21 = (x+4) +21

Ta co:

-(x#4) =0 = -Ged) #2121
Do vO1 moi vO1 moi
Do dé bidu thire ¥ dat gid tri 16n nhét 1a 2! kni ¥ =4
(HSG 7 trwong Phwong Trung, truong Binh Han 2018 - 2019)
. ) . A =[x- 2001|+|x- 1
Tim gia tri nhd nhat cia biéu thuc
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Loi giai
A =[x 2001 +|x- 1| =[x~ 2001|+|l- x| =|x- 2001+1- x|=2000

Vay biéu thirc dat GTNN 14 2000 = 1=x=2001

Cau 67. (HSG 7 huyén Anh Son 2016 - 2017; D164 huyén 2018 - 2019)

e A= a2
Tim gié tri 16n nhat cta biéu thic

Loi gidi
Xét cac truong hop:
Trudng hop 1 y>2 = A=x- (x-2)=2
Truong hop 2: 0<x<2 = A=x+x-2=2x-2<2
Truong hop 3: x<0 = A=-x+x-2=-2<2

Do d6 véi moi gia tri caa * thi 4 =2

Vay gid tri 16n nhét cta A=2 e x=2
Ciu 68. (HSG 7 huyén Thai Thuy - Thai Binh 2018 - 2019)

L : . O =[x- 2017|+[x- 2018|+|x- 2019|
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic

Loi giai
O =|r- 2017|+|x- 2018|+|x- 2019|

O =(|r- 2017|+ |r- 2019+ x- 2018 |x- 2019|=[2019 - x|
\%2!

2

= 0 =(|x- 2017[+[2019- x)+|x- 201
|x= 2017|+|2019 - x| =|x- 2017+2019 - x| =2
Ma

0 =(jx- 2017|+]2019- x|) =2 +|x- 2018)|
|- 2018 20

= Q=2

(x-2017)(2019- x)=0 [2017 <x <2019
x- 2018 =0 -

, " .
Dau — xayrakhi

x =2018 = x=2018

Vay € dat i tri nho nhét bing 2 khi * =2018

Ciu 69. (HSG 7 huyén Thuong Tin - Ha Ngi 2018 - 2019)
_|x-2019|+2020

A
=9 D
Tim GTLNcﬁa: |.‘£’ uﬂ'lg|+._.ﬂ'ul
Loi gidi
_|x-2019|+2020 _|x- 2019]+2021- 1
_|.r— 2019]+ 2021 B e~ 2019]+2021
A=l '

- |- 2019]+ 2021
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_ | _ |
[x- 2019[+2021 ~2021

|x- 2019|+2021 =2021

Vi vO1 moi
Diu | :"xéy ra " =2019
| | 2020
A=l- =1- =

x-EDl’:’J|+2D2[ 2021 2021

Do d6
S Tiy
A :“D“Dﬂ x=2019
, 2021

GTNN cua

Cau 70. (HSG 7 trwong My Hwng 2016 - 2017; trwong Hung Thw 2017 - 2018; trwong Cu
Chinh Lan 2018 - 2019)

L : g A =[x~ 2013|+ |x- 2014|+|x- 201
Tim gié tri nho nhat cta biéu thirc sau:

Loi giai
A =[x - 2013|+ |x- 2014|+|x- 2015|
A =(|x- 2013[+|x- 2015)+|x- 2014

i |- 2015| =[2015 - x|
1

= 4 :(|x= 2013|+|2015- x|)+ x- 2014/

i |- 2013 +]2015- x| =|x- 201342015~ x| =2
a

Do do:
A :(|x= 2013|+|2015- x|)+|x* 2014| =2+ |x- 20[4” L e
x- 2Dl4| =0
o |G- 2013)(2015- x) =0
Diu = xdy ra T 20=0 = x=2014 (thda man)

Viy tri nhé nhat cia biéu thie 4 13 2 < * 72014

Cau 71. (HSG 7 trwong Nguyén Khuyén 2016 - 2017; trwong Nhon Tri 2018 - 2019)

o : g(x)=lox"- 72x" +90
Tim gié tri nho nhat cta da thuc

Loi giai
a(x)=16x" - 7227 +90 =(4x?) - 2.4x°.9+9% +9 =(4x* - 9) +9
o (@@-9) 205 g(x)=(4x*- 9) +9 =9
V61 moi gia tri cia ~ ta co:

= X =*+—
g =9 = 4x?-9=0 "
Cau 72. (HSG 7 huyén Lam Thao 2016 - 2017; huyén Tan An, truong Phan Dinh Phung 2017 -
2018; huyén Hoai Nhon - Binh Dinh, trwong Dao Duy Tw, huyén Nam Tra My, huyén
Thang Binh 2018 - 2019)
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Cau 73.

=[7xc- Sy|+[2z - 3x|+[xy + yz+ zx- 2000
Tim gia tri nho nhét ctia A’biét: A=[7x- 5y]+] x|+ oy + yz 4 2 |

Loi giai

 |7x-5)20 [22-3x) 20 |xy+pz4zx- 200020 5, 4 >0
Ta co ; va

[Tx =5y
2z =3x

| xp + yz +zx =2000

(x ) ‘x
57 10 14
Xz x oz
= 4 — =— = 4§ —=— -
273 1015 x_y_z
xy+ yz +zx =2000 xy+ypz+zx=2000 = {10 14 15
| xy + yz +zx =2000

X _y _z _

S x =10k; y =14k; z =15k
pat 10 14 15 pige © TRV TS

xy+ yz+zx =2000
Suy ra

= [0k 14k +14k.15k +155.10& =2000
= 140k° +210k° +150k° =2000
= 500k* =2000

=k =4= k=2h . k=2
odc
x =20,y =28,z =30

\ . A i ar x==20,y=-28z=-30
Dung phuong phép thé, tir do tim dugc :

o , 40 e men  (x1152)=(20;28:30)
Vay gia tri nho nhat cua la ©. Dau ~ xay ra khi hoac

(e; yoz) =(- 20;- 28:- 30)

(HSG 7 truwong Quang Trung 2018 - 2019)

o o B 2o
Tim gia tri nhd nhat cda bi€u thire sau khi ™ thay doi:
Loi gidi
. \ >
Taxetcactruonghqp:x<2,25x£3,x 3.

x<2 = x-2<0 3-x>0

Néu ;
Do de [x- 2] =-(x-2) 3-x|=3-x= B=-(x-2)+3- x=-2x+5
o do: ;

e B=-2x+5>(-2).2+5 o
vi¥<2 = 7x>-2 pogs = B>1 =B o nhit =2
Néy 2SxX =3 = x- 220 3-x20 = B=x-24+3-x=] = B =1

Néux>3 = x-2>0 3-x<0 7 B=x-2-(3-x)=2x-5
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Cau 74.

Cau 75.

Cau 76.

Vix>3 = B=2x-523-5 > B> = B=2

Tur 3 truong hop trén ta duge gid tri nho nhat cua biéu thire B 1y 1 ypi 25 =3

(HSG 7 huyén Hiép Diic, truong Thanh Thiy 2018 - 2019)

- _Jr- 2017]+2018
, , - 2017+ 2019
Tim gid tri nho nhdt cia bidu thie [+
Loi gidi
o - 2017]+2018 (|x- 2017]+2019)- 1 l
|- 2017)+2019  |x-2017)+2019  |x- 2017|+2019
|x- 2017|+2019

Bidu thac © dat gid tri nho nhét khi c6 gia tri nho nhat

[x-2017|20  |x-2017|+2019 =2019
Ma nén

2018
2019

. x=2017T=C=
Dau — xay ra khi
2018

Vay gi4 trj nho nhét cia © 1a 2019 gy ¥ =2017

(HSG 7 huyén Tan Lac - Hoa Binh 2015 - 2016; huyén Nam Sach - Hiai Dwong 2017 -

2018; huyén Phii Ninh 2018 - 2019)

o ) . A =[2014- x|+ |2015- x|+|2016- x|

Tim gia tri nhd nhat cia biéu thuc
Loi gidi

A =[2014- x|+[2015- x[+|2016- x| =[2014 - x|+|2016- x|

A

2015~ x| 20
Vi nén

: —2015 M
Déu “=" xéy ra khi va chi khi * =201

2014 - x| +[2016- x| =|x- 2014|+[2016- x| =|x- 2014 +2016- x| =2

Ta co:
, (x- 2014)(2016- x) =0 ()
Dau “=" xday ra khi va chi khi , suy ra 2014 =x =20106
O @ | i
Ter va suy ra 1 =2 Dju =" xay ra khi va chi khi * =2015

vay 4 nho nhit bing 2 khi ¥ =213

(HSG 7 huyén Hoai Nhon 2018 - 2019)

Mzﬁ-x

Chobiduthte 2. Tim ¥ nguyén dé

M- ¢4 oi4 tri nho nhit.

Loi giai
_3— (x-2) 3

M= _E-I(JC#Z)

Ta co:

= | wn
1

x-2 X

3
=
x-2

M x-2<0

nhé nhit = *~ 2 16n nhit va
=1 (x = Z)

nho nhit

= X 4 A, A x<2=x
16n nhat va
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M :i- =4 x=I

(]

Khi d6 GTNN cua M 1a
Cau77. (HSG 7 huyén Ljc Ha 2018 - 2019; huyén Yén Léap 2017 - 2018)

A =[2x +2|+|2x - 2013] v6i * 13 55 nguyen.

Tim gi4 tri nho nhét ciia biéu thirc
Loi giai

A =[2x+2|+[2x- 2013| =[2x + 2|+ |2013- 2x| =[2x + 2+ 2013~ 2x =2015

Ta co:

|
(2x+2)(2013- 2x) =0 = - 1 =x £¥

Dau — xayrakhi

Vay Maxd =2015 Khi ¥ = 1

Ciu78. (HSG 7 huyén Viét Yén 2018 - 2019)

a,b,c,d .
7777 théa man

4

at+h+e+d =l.

Cho * s6 khong am Goi $1a téng cac gia tri tuyét dbi

cua hi¢u tung cap s6 co duoc tir * sb nay. S c6 thé dat duoc gia tri 16n nhét béng bao nhiéu?
Loi giai
Gia sit @ =P =€ =d i g

5 :|ﬂ- E:r|+|ﬂ- E‘|+|ﬂ' d|+|b- r:|+|b- rf|+|c- rf|
S=(a-b)+la-c)+(a- d)+(b-c)+(b-d)+(c- d)

S =(Ga+5)- (c+3d)

+3d =0= 5§ =3a+h5 =3a+h - =
Do ¢ AFOe =2 E0 i € =4 =0 100 g6 9t

S=2a+(a+b)=2a+1<2.1+1
a =l ta co: hay S =3

=1

Do

Vay S ¢6 thé dat duge gid tri 16n nhat bing °
Ciu79. (HSG 7 (8 333) 2016 - 2017; truomg Swong Binh 2017 - 2018; trudng Thanh Cao 2018
- 2019)

. o . A=[x-20006+[2007 - x|
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic:

Loi giai

o6 =|x - 2006| +[2007 - x| =[x~ 2006+ 2007 - x|
o

. = (x- 2006)(2007- x) =0 = 2006 <x <2007
Dau — xayra

4. =l 2006 <x <2007

Vay
Cau 80. (HSG 7 trwong Xuian Duwong 2013 - 2014; trwong Tra My 2018 - 2019)
I, 215- X
Tim gi4 tri nguyén 16n nhét ciia bidu thirc 3 x
Loi giai
MZIS—x 1+ 10 Y 10
5-x 5-x

16n nhat khi va chi khi >~ * 16n nhat
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Cau 81.

Cau 82.

Cau 83.

10 <0

HE>3m 2T ()

10 10
>0
Y3 thi 7% ma 2 ¢6 tir khong ddi nén phuong trinh ¢6 gid trj 16n nhat khi

-x=l=x=4

+)
mau nho nhitma >~ ~ 1a s6 nguyén duong nhoé nhét khi >

10
5-x

=10
2

Khi do
10

5

So sanh (1) va (2) thdy °~ * 16n nhét bing '°.

Vay GTLN cia M =1 khi va chi khi * =%

(HSG 7 huyén Tam Dwong - Vinh phuc 2016 - 2017; huyén Phu Ly, trwong Ly Tw
Trong 2018 - 2019)
Vs : 2x =3y =5z _|x-2y|=5 o .
Cho "% 1a cac s6 thuc thdéa man: * =2 va ‘ . Tim gié tri 16n nhat cia
3x- 2z
Loi giai
2 -2y
£ :i :.T <) __3_]_' =5z
Taco: ° 4 -
; X=-2y=5= x=-15,y=-10,z=-0 - 9z—- —
Néu } + ) ' Khi do 3x- 2z =-45+12 =-33
. X=2y=-5=x=15y=I0z = -2z =45-12 =
Néu J .} ; Khi d6 3x- 2z =45-12 =33
Vay gia tri 1on nhit ciia 3x-2z 4333
(HSG 7 trwong Hung Vii 2018 - 2019)
_ -4
. , . (2x-3) +5
Tim gia tri nhd nhat cua bicu thuce:
Loi gidi
C . = (2x-3) +5 ]
nho nhat 16n nhat
. (x-3Y +5=5(vre)
Ma mau so
- 3
—p— R e
min .-}
Vay B
(HSG 7 huyén DPirc The 2017 - 2018)

Tim gia tri nhd nhat hoac 16n nhat cia cac biéu thirc sau:

A :‘x + 5| +5
a)

B:x'2+17
b) x +7

Loi giai
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Cau 84.

Cau 85.

Cau 86.

A =[x +5[+5
a)
x+5 =0 L, N —n —
Tac():‘ ‘ :>A25.Dﬁu = xayrakhi ¥~ >
Viy Mind =5« x=-5
w417 _ (7 +7)+10 10
= = _ =]+ —
b) x+7 x+7 x+7
10 10 10 10
, , = — = =+ =l+_—= B=—
Ta co: ~ 20= x"+7=7 x+7 7 x+7 7
Diu = xay ra khi =0
MaxB :E = x =0
Vay 7 .
(HSG 7 truwong Bich Hoa 2017 - 2018)
{ :|x| +1996
NP PPN S _ - 1997
Tim gié tri 16n nhat cia biéu thic sau:
Loi gidi
. A .
A<0 $6i moi ¥ nén 4 dat gia tri 16n nhét khi g dat gia tri nho nhét
|.r|+|99fj |r| +1990
==
- 1997 1997
1996 _  _
X[ =0Vx  [+]+1996 21996 4] s 1997
nén , vay nho nhat bang
1996
=097~ F
Suy ra GTLN cua i .
(HSG 7 truwong Kim An, trueong Pha Truong 2017 - 2018)
. . X )
Tim gida tri I6n nhat cua biéu thuc: voi Y lasé nguyén.
Loi giai
Xét cac truong hop:
+) r=-1= 4=l
7 7
T}-lz'r,ci:r"‘u :|+:='r 3%
+) * ¥ Algnnhit  ~ 16n nhat

, . . x=1, . .
Vit lash nguyén duong, nén * 16n nhit =~ ¥ nho nhat, tc la khi d6

Vay gia tri 16n nhat cta A=3= x=1

(HSG 7 huyén Viét Yén 2017 - 2018)

17

=3
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. , . P =[2013- x[+]2014-
Tim gié tri nho nhat cta biéu thac:

Loi giai
b —_ b n_n
Ap dung BDT e +pzle+ |, diu " =" xay ra khi va chi khi %7 =0

P =[2013- x|+[2014~ x| =|x- 2013|+|2014- x|
Ta co:

P=[x- 2013+2014- x| =[l]| =1
. n (x- 2013)(2014- x) =0
Dau — xay rakhi va chi khi { , hay 2013 =x =2014
Vay MinP =1 yp; 2013 <x <2014
Cau 87. (HSG 7 huyén Thach Thanh - Thanh Hoa 2017 - 2018)

a+3c=2010;a+2bh =2017

. ,abc L NNy Z
Chocacsdo =~ khong am thda man : . Tim gia tri 16n nhat

ctia bidu thie £ =a+b+¢
Loi giai
Ca+3c=2016 (1) _a+2b=2017 (2)
Ta co: va
T&(l)ﬂa:?:lﬂlﬁ—?rc
+
2b-3c=le b= f“".
Trir theo vé cua (2) va (1), ta duoc < Khi do:
+
=(2016- 3c)+ 3 4 e
P=a+b+c 2
. _ -
—| 2016+ L |4 0c*3c*2c —016L- €
| 2 2 2 2
1 ¢ 1
P=2016— — =2016—
.ab,ec 79 v )
Vi khong am nén - - =, dau “=" xay ra khi va chi khi
(e =0
a+3c=2016 o
a+2b=2017. @=2016,b=2,c=0
! hay .
MaxP :Eﬂlﬂl; a =2010, b 2%._ c=0
Vay = khi =

Céu 88. (HSG 7 huyén Hozing Hoa - Thanh Hoa 2017 - 2018)

. ) . M =[2012 - x|+|2013- x|

Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc:
Loi giai

|4|+|B| =|4 + B|

. Ddu “=” xay ra khi AB 20

M =[2012- x|+[2013- x| =[2012- x|+|x- 2013]

Sir dung bat dang thirc: (*)

Ta co:

=[2012- x+x- 2013|=|- 1| =I
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Cau 89.

Cau 90.

Cau 91.

Cau 92.

DAu “=" xdy ra khi (2012 - x)(x- 2013) =0 = 2012 <x <2013

MinM =1= 2012 =x =2013

Vay
(HSG 7 huyén M6 Cay 2017 - 2018)
Tim glé tI‘i nho nhét ciia P=x+ J; +1
Loi giai

PKXD: * =0

Ta cg: ¥ =0= Vrz0= x+Jxr 20= P=x+Jx+1 =l

, no_n - P =0ex=0
Déu =" xdy rakhi ¥ =0 (thoa man PKXD). Vay ™"

(HSG 7 huyén Song Lo 2017 - 2018)

L : . P =|x- 2015|+|x- 2016|+|x- 2017|
Tim gia tri nhd nhat cta bicu thuc

Loi giai
P =[c- 2015+[2016 - xf+ |r- 2017 =(jx - 2015[+[2017 - x)+x - 2014

Ta co:
o= 2015 =x =2017 (1)
Dau xdy ra khi

x- 201620 w_n .
.Dau 7 xday rakhi

|x- 2015|+[2017 - x| =|x- 2015+2017- x| =2

. x=2016 (2)
Laico

Tir (1) va (2) ta co M7 =2 = x =2010
(HSG 7 huyén Séng Ld 2017 - 2018)

2 va tong

Cho bdn s6 nguyén duong khac nhau théa man tong cta hai sé bat ky chia hét cho
ctia ba s6 bat ky chia hét cho 3 . Tinh gi4 tri nho nhat cta tong bén sé nay

Loi giai
Nhan xét: Vi trong bdn sé nguyén duong khac nhau ludn thoa mén téng cia hai sb bat ky
chia hét cho 2

2

va tong ctia ba sb bat ky chia hét cho 3 nén bon sb phai cung sé du khi chia

1

v 3 RNA s LA X 1A . . £ R
cho © va . Dé c6 tong nho nhat, moi trong hai s6 du nay la

 L7,13,19 . S —
Tir d6 ta co6 cac so . Tong cua chung la [+T+13+19 45.

(HSG 7 huyén Tam Dwong - Vinh phuc 2017 - 2018)
27- 2x
Q =

1 TR S 2
Tim gié tri 16n nhat cia biéu thuc I

xX€Z)

Y (vei
Loi giai

27 - 2x 3 3

12- x

" Y suyra Q6 nhit khi 16n nhét
3

== <
*Né’ux>12 thilz_x<0 12-x
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Cau 93.

Tim gié tri nho nhat cta biéu thuc:

Cau 94.

Cau 95.

= =0
*Néux<12thil2-x>(} 12-x

3
12- x

x>0

Tir hai truong hop trén suy ra 16n nhat khi 12~

3

Vi phén s 12- X 66 tir va mau 1a cac s6 nguyén duong, tir khong doi nén phan sb co gié tri
3 x % . 2-x= —
16n nht khi mu 1a s6 nguyén duong nhé nhat — 12-x=l= x =11

Suyra 4 ¢6 gid tri 16n nhdt 1a > khi © =11

(HSG 7 truomg Nguyén Du 2016 - 2017; truong Ngé Gia Tw, huyén Phu Cat 2017 -
2018)

B :|.r— 2|+|_r— 8|

Loi giai
B :|.r— E|+|_r— S| :|.r— E|+|S— .r| 3_=*|.r— 2+8- .r| =0
n_n A 3 = 4 =
Diu ~ xdy ra khi (- 2)8-020 5 3 <x <5

B_. =6
Véy min khl 2 <x =<8 )
(HSG 7 huyén Khoai Chau 2014 - 2015; huyén Mu Cang Chai 2016 - 2017)
2(x-1) +1
' :%
. G-1r+2 X s C . :
Cho biéu thirc: . V6i gié tri ndo ctia ™ thi biéu thitc ~ c¢6 gia tri nho nhat.
Tim gi4 tri nho nhét do.
Loi giai
3(1._'):.” 2 (.r—|)2+3 -3 S 3

C(x-1)+2 (x-1)+2 T G- 1) 42

Ta co:
3

C A 1) +2 .
Suy ra ~ nho nhat khi 16m nhat.
3

. ;_—ﬂ - =2-
(x-1) +2=2 (x-1y +2 2 (x-17 +2
Vi nén

Ll
ad | bad
@)

v
|

1

Vay gid tri nho nhit ciia € bing 3 khi va chi khi ¥
(HSG 7 dé 351 2014 - 2015; huyén Viét Yén 2016 - 2017)
42- x

=1

F= .
Cho 15 mim 58 nguyén * dé F gt gia tri nho nhat

Loi giai
a_ ”
F :4., X _ L+ 27 27

15 x- 15

a)Tathdy  *~ =13 dat i tri nho nhat khi nho nhit

Trang 42/81



DU AN TACH PE HSG TOAN 7

27
x-15>0 thi X~ 15

>0

Xeét
27

¢ X" 15<0 thi *~ 15

<0
Xé
27

vay ¥ 13 nho nhét khi ¥

-15<0

c6 tir duong mau am

nhé nhét khi *~ 13 13 s nguyén am 16n nhat ~ * " S=-1=x=14

vay khi ¥ =1 thi £ dat gi4 tri nho nhét bing ~ 28

Cau 96. (HSG 7 huyén Dirc Tho 2016 - 2017)

o , o , . A=[x+5+5
Tim gia tri nhé nhat hodc gia tri 16n nhat ctia cac biéu thuc .
Loi giai
C|x+320 A=[x+5+5=5
Ta co: nén

n__n

Déu ' = xay rakhi va chikhi * =

Vay gi tri nho nhét cia 4 1a >, dat duoc khi ¥ = °.
Ciu 97. (HSG 7 tinh Bic Giang 2012 - 2013)

L P=[x=2012]#x-2013) .
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic véi 7 1a so tu nhién.
Loi giai

P =|x- 2012|+|x- 2013|

Néy ¥ =2012 50 x =2013 0 P =1

Néy ¥>2013 4, ¥7 2012>1>0= |- 2012 =x- 2012 > 1
P =|x- 2012 +|x- 2013[> 1+ |x- 2013|>1

Nén

Néy <2012, ¥ 013<-1<0= |x- 2013 =2013- x
x-2013<-1= 2013- x>1= |x- 2013| =2013- x>

Ma
P =|x- 2012|+|x- 2013|> |x- 2012|+1>1

Nén

Do d6 gié tri nho nhét cta Pbéng 1, dat dugc khi * =2012 hodc * =2013 .
Cau 98. (HSG 7 huyén Viét Yén 2013 - 2014; thi xa Binh Long 2022 - 2023)

A =[2x- 2|+|2x- 2003| v6i * 12 5 nguyen.

Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc
Loi giai

A =[2x - 2|+ |2x- 2003| =|2x - 2|+]2003 - 2x| =[2x - 2 +2003- 2x| =2001

Ta co:
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(2x-2)(2003- 2x)=0= 2 <2x <2003= 1 =x gg

i

,on—n . , .
Dau — xay ra khi va chi khi
X oz o I=x=1001:xeZ
Ma ~ la s0 nguyén nén

A 1a 2001

R SR R AP
Vay gid tri nhé nhat cta , dat dugc vdi cac gid tri nguyén ciia ~ théa man

| =x =1001

Cau99. (HSG 7 huyén Thanh Oai 2014 - 2015)

B:S-x

Tim gié tri nguyén cta ¥ 48 biéu thic x-3 dat gia tri nho nhét.

Loi giai
§-x 5-(x-3) 5
-3 -3 x-3

A=
Ta co

5

pé B dat gi4 tri nho nhét cAn "~ 3 dat gia tri nho nhat
5

Xét v=3=x-3=0 thi X~ 3

>0

r<3= y-3<0= <0

Xét x-3

5
Vay ¥ 3 nho nhét khi ¥~ 3 <0

5

CX-3 X e G6>00 . (x-3<0)
Phan so (véi ™ 1a s6 nguyén) co tir duong va mau am

i (x-3)

- . x-3 . . -3 _
Nén * 3 nho nhat khi la s6 nguyén am 16n nhat= ¥ 3= l= =2

B:i-IZ-ﬁ
Khido !

Vay voi * =2 thi B dat gia tri nho nhat 13 ~©
Cau 100. (HSG 7 truwong Cao Dwong 2016 - 2017; huyén Bat Xat 2022 - 2023)
4

o, L (2x-3) +5
Tim gia tri 16n nhat cua biéu thuc .

Loi giai

4
450 .z _(3.‘:'-3):+5 o .. (2x-3) +5 o ,
Voi , de c6 gia tri lon nhat can dat gid tri nhé nhat
(2x-3F 4525+ 4
(2x-3Y+5 5

Ma
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Cau 101.

Cau 102.

Cau 103.

x ==
Dau "=" xay ra khi
4 3
- x ==
Vay gia tri 16n nhét cua 4 la 5 , dat duoc khi
(HSG 7 huyén Bio Thiing 2022 - 2023)

A=-16- 3x- 18-

Cho biéu thirc
16n nhét do.
Loi gii

A=-16-3x-158|- [y-11
Ta co: |T | |J |

B - 18 =0
v - 11|20 = - |3x- 1§|- [y - 11| <0
-

A=-16- Bx-18|- [y- 11| =- 16

Gié trj 16n nhét cia 2 12 ™ 1© khi va chi khi

- 11 X, 2 . e, £ N croe
|. Tim Y de 4 dat gia tri 16n nhat. Tim gia tri

) _18
_ P 18=0 gy YT
=
= - |3x-18]- [p-11|=0 ||y-11|=0 7 |y =11 y =11
18
x=—
3
po i g A =16 (VL
Vay gid tri 16n nhat cia “ 1a khi va chi khi
(HSG 7 huyén Tam Nong 2022 - 2023)
z x,y,z ., . x+y+z=0109 O=z=y+d=x+19 =
Cho 3 s0 thuc thdéa man va . Tim gié tri nho
Ay o P=x-2
nhat cua .

Loi gidi
C0=z=y+4=x+19 <1419 . y=x+I5
Ta co nén - va

X+y+z =x+x+15+x+19
Suy ra

= 6019 <3x+34 = 3x>=5985 = x =1995

— - —
Dod()P_x 2 =1995- 2 =1993

Déu " =" xay ra khi * =1993 y=1995+15=2010 - =1995+19 =2014

Vay gi tri nho nht cia © =%~ 21a 1993 ki ¥ 1995 772010 2 =2014
(HSG 7 huyén Thanh Thiy 2022 - 2023)
|- 2020[+ |x - 2021|+2022

[~ 2020[+|x- 2021]+2023

Tim gia tri nho nhét cua biéu thirc:
Loi gii

Trang 45/81



DU AN TACH PE HSG TOAN 7

|- 2020[+[x- 2021]+2022 |x- 2020|+|x- 2021|+2023- |

_|r— EDED|+|_r— EDEI|+EE}23 |x— EDED|+|.¥— EDEI|+E[}23

Taco
=1- I
|- 2020[+[x - 2021]+2023

!
[x- 2020] +|x - 2021[+ 2023

Khi d6 4 nho nhét khi 16 nhét

= |x- 2020+ |x- 2021|+2023 ,
nho nhat

_ |x= 2020+ [x - 2021]+2023 =|x- 2020|+|2021 - x|+ 2023
a Co:

::|x— 2020 +2021- x|+3[}33 =2024

Lo e (x- 2020)(x- 2021) =0 <= 2020 =x =2021
Dau “=*xay ra
I 2023

MinA =1- =
2024 2024

Vay
Céu 104. (HSG 7 truomg Nguyét An - TP Vinh 2022 - 2023)
x+2y 2023

x4y 2022

= 2020 =x =2021

XV 08 oz A . \ R T
Cho y la cac s6 nguyén duong thoa man: . Tim gia tri nho nhat cta o

Loi gidi
x+2y 2023 ’ I ’ I
J = = 1+ J =1+ = ! =
c+y 2022 c+y 2002 x4y 2022

Ta co:

= 2022y =x+y= x=2021y

. 2021y 22021 = x =2021
Yoy & A R L
Vi © 1a s6 nguyén duong nén

, =1
Déu “=" xdy ra khi va chi khi * .

. . =1
Vay gia tri nho nhat cua o bang 2021, dat tai Y
Cau 105. (HSG 7 huyén Vii Thw 2022 - 2023)

D=(2x+1) +4 +3|4y: - I|+5
Loi giai
(x+1) 20¥x= (2x+1) +4 =4¥r = J(zx+|f +4 =4 =2

|4;F - ||:_=::+ Wy= 3|4;F - || =0 Yy

= JQx+1) +4 +ay? - 1[+5 224045 =T¥x,y

= D=7=D_ =7

Tim gia tri nho nhét cta biéu thirc:
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Dau “=" xdy ra khi

A D min =7 :
Vay tai

Cau 106. (HSG 7 huyén Thanh Son 2022 - 2023)
C2x- 1P 4 2x+y- 1) +19
(x-1F +2(2x+y- 1) +4

Tinh gia tri 16n nhét cia biéu thirc
Loi giai
2(x- 1 +4(Q2u+y- 17 +19 2[(x= 17 +22x+y- 1F +4] +11
S (x-D)PH+2(2x+y- 1P +4 (x- 1P +22x+y- 1) +4
1
(x- 1) +2(2x+y- 1) +4

A

=2+

v (x- 1) 20:2Qx+y- 1) 20= (x- 1Y +2Qx+y-1) +4 =4
1

= - ll - gﬂ
(x-1) +20Qx+y-1) +4 4

11 19
=2+ ; < _19
(x-1) +2Qx+yp-1)y +4 4 =>A_?
x-1=0 =l
= =
| 2x+y-1=0 p=-1
Dau bf?mg Xay ra
A= () =(15- 1)

Vay Max
Céu 107. (HSG 7 huyén Nho Quan - Ninh Binh 2022 - 2023)
. , y P =[x- 2021|+|x~- 2023|+|x - 2025|.
Tim gié tri nho nhat cta biéu thic
Loi giai
|x= 2021]+|x = 2025 =[x - 2021|+|2025- x| =[x~ 202142025 - x| =4
Ta co:

r i M
DAu “=" xay ra khi va chi khi 202! =¥ =2023- 1y

|- 2023] 20

__9

x =2023 )

, dau xay ra khi

x= 2021]+|x - 2023|+|x- 2025/ =4

Mat khac:

T (1) va (2) suy ra
(2021 =x <2025

P . _lx=2023
Dau “=" xdy ra khi
Vay gid tri nho nhit cia £ 1a 4 khi ¥ 72023
Cau 107. (HSG 7 huyén Thiéu Héa - Thanh Hoéa 2022 - 2023)
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vei 4 va b la cac sd thuc, tim gia tri nho nhat cua biéu thuc
P=3a"+b +3ab+3a+2b+3.
Loi giai
T . P=3a"+b +3ab+3a+2b+3.
aco

=a’ +(a’ +F +1+2ab+2a+2b)+ala+b+1)+2

—a* +(a+b+1) +ala+b+1)+2

:[%‘ +(a+b+1) +a(a+b+|]+%+2

3 © 34
—a+b+l ‘ +—+2

| 2 4
%a+b+l‘ =0 3,
Dod()‘DZZ \% : va 4
a=0:h=-1

Vay GTNN cia © 1a 2 khi
Cau 108. (HSG 7 huyén Kim Thanh 2022 - 2023)

95 a+l b+l c+l

— = + + <4

5C \ Ie A A ’ 5 ~ 2 1 .7 . 9

la cac soO tu nhién khac 0 théa man: 24 a b © . Tim gia tri nho
P=a+b+c+2011

Cho a,b

nhat cua biéu thie sau:
Loi giai

P . 1A .4, p c N P
nho nhat khi , nho nhat va thoa man dieu kién bai toan.

95 a+l b+l c+l

— < + +

24 i b P

05 1 1 1

et —+lt—+l+—=<4
24 a b c

=4

23::|+|+|-=:|
24 a b c )
1 1 1
= <=
a,b,ccévaitr(‘)nhunhau,giésiraZbZC a b o
23 1 1 1 3 23 3 3
i S S N N SN
24 a b ¢ c 24 ¢
1
(*) —<1=¢>]
Te €
3
l<ec<3—
Do do6 23 ma € la‘lsfr)‘a_rnhién:> 6_2'6_3.

5

— = 4=
THI: Néu € =2 thi 2% @ b

2
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Cau 109.

-
= 1{1:: h-::ﬂri

1m 1 1 2
—_—-—t— =
b b 24 b 11

24 a

—r.:l_: h=2 :4i}b>2

b 2

Do b 14 s6 tu nhién nén = b=3; b:4.

1 1 1

Vdib:3 th18 a 6=>8>a>6

Do % 1asé tw nhién nén ¢ :7.
a :7, = = (*)

Ta duoc b 3; ¢ =2 théa man va 4 zb zc

i<l<:l = 4;::-(1::-4

Vc'rib:4 thi 24 a 4

Do 4 1asb tu nhién nén khong cé gia tri théa man.
5 1.1 .2
B _-r:_+5-r:§
TH2: Néu € =3 thi & @ .
1 2 1
—<—=h>1-
5

5 2 I 1 I

,
“ = <_=b<i- =3-—>bh>]—
b 8 b 5 5 2

b=2p=3

1 1
B T
a b

APLIML
8

Do b 13 s tu nhién nén
I 1 1
*Néub_zthis a 6=>8>a>6

a=T,p=2 ¢=3

Ao A A oAoa=T7
ma ~ 1a soO tu nhién nén .

Ta duogc (khong théa man ¢ zb :—)C)

ic:Lc:l—:v 4%}(1}3

b=3 24 a 3 =4

A 1 a1 K [N A a
* Néu thi ma ~ la sO tu nhién nén

4 B .- (*)
Ta duoc a _4; b _3; ¢ =2 khong théa man )

, , — 2 -7
Tir céc truong hop trén ta thiy © dat gia tri nho nhat 1a © =¢ +0 +¢+2011=2023

, — a=T7; = = .
vay ¥ dat gia tri nho nhat 1a £ 72023 kni @ T 273, € =2 44 cac hoan vi ciia no.
(HSG 7 huyén Vin Ban 2022 - 2023)

2020

54(2x-3)) 4|y 24

Tim GTLN cua biéu thirc
Loi gii

v (2x-3y) 20:fxy- 24| 20= (2x- 3p) +|xy- 24/ =0
1
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= 54(2x-3p) + oy - 24| =5

202 202
= “D“ﬂ[} EHD“D =404
5+Qx-3y) +|xy-24] 5
= B =404
Fr- 3y =0 (1)
B . oo lap=24=0 (2)
Dau “=" xdy ra khi va chi khi
()= 2x =3y = —_i;
T =
x 3 x =3k
— ==k =
2 vy =2k
bat
Cxp-24=0= 3k2k-24=0=0k" =24= k" =4= k=22
Ma
X = X =-6
=
y =4 y=-4

y =-
Vay hoiac
Cau 110. (HSG 7 huyén Quynh Phu 2022 - 2023)
3-2x
P=
Cho biéu thirc: 2o x v6i ¥ 14 s6 nguyén. Tim gia tri 16n nhat cua P
Loi gidi
-2x 2x- 2(x=-2)+
P:3 x _2x 3:{'( ) |:2+ I
Ta cb 2-x  x-2 x-2 x- 2
1

Pé ¥ c6 gia tri 16n nhat khi va chi khi *~ 2 ¢6 gi4 tri 1on nhét.

2= y-2=<0= ;—:D (1)
+ Véi e
r=2=x-2=0= :
=7
+Véi *7 < khong co nghia (2)
x22= x-2>0= : =0
+ Vi x-2

Phan sé ¥~ 2 c6 tr va miu déu duong, tir khong dbi nén phan sb dat gid tri 1on nhét khi
mau dat gié tri nho nhat.

i.‘rEZ:-r.'r—EEZ' va x-2>0 X

A% a nén ~ 2 dat gié tri nho nhét khi

v-2=le x=3= =1 (3)
x-2

Trang 50/81



DU AN TACH PE HSG TOAN 7

T (1), 2), 3) suyra ¥~ 2 c6 gid trj 16n nhat 1a 1 khi * =,
Vay gié trj 16n nhit coa © 123 khi ¥ =
Dang 2.1: Bit ding thirc vé chirng minh tong phan s6 ty nhién
Caul. (HSG 7 huyén Pong Xuin 2022 - 2023)
R BN B 7 5

A:—_}+—+—.+... —<A4<—
Cho 1.2 34 50 99. 12 6

100 . Chting minh rang
Loi giai
A :L + L + L +...+ L l l

11
12734 56 “To0q00 27

1

3 377799 Too

o e B e bl )
2 2 5/ 16 7] 18 9 98 99| 100

__[1_ l_[l_l_[l_l_ [ 1), 1.5
6 125 1o 77159 " l9s 99 100 o

(1)
1 1 1 1 1 1 1 1
A=+t —+— +  +— =+ + .+

Mit khac: 1.2 34 50 99.100 2 12 30 9900

| | 7 1 | 7
30 7 9900 12 30 9900 12

Tir (1) va (2) ta suy ra diéu phai chimg minh.
Cau2. (HSG 7 huyén Nga Son 2022 - 2023)

EETLILINL E _ 2023

Cho 2 3 4 -1 Chimg minh rang:

Loi giz’li

A=l+— +[ ] ‘ [ +_ + + +o-4 - _ _
5 tf ? S | 33':!33 + I. 32':!3.\ 2 2023
Ta co: '

2023 1 2023
A>l+l+l+-~-+l- : —[+1[}ml L +[I-_} ‘::-

- - - -}‘JJ-‘- =~ 20146 2

2 2 2
1 1 1 1 2023
AZ["';"""""'"'*.,:::a >—

Vay 2 3 4 277 -1 2
Cau3. (HSG 7 huyén Thai Thuy - Thai Binh 2018 - 2019; truong Nguyét An, huyén Ngoc Lic

2022 - 2023)

s=2+8.15, L :
Chimg minh rang v6i moi sb tu nhién n=2 thi téng 4+ 9 1o " Kkhong thé

la mot sO nguyén.
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Cau 4.

Cau 5.

Cau 6.

Loi giai
S ,(n_l) £
co s0 hang
s=248, 1, _l:[l—L‘+[l——‘+[l——ﬁ‘+....+[l—iﬁ‘
4 9 1o n 2° | . n
1 1 1
S=n-l-| —+—+_—_+....+_|<n-1
TETE TS PEN I (V)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+—+—+.... < ——— 4. + =1-
2 3 4 w12 23 34 (n-Dn  n
Mat khac
1 1
S>n-1-1+—=n-2+—>n-2
LI ()
T M (2) L m-2=85<n-1
u va ta co:
Va S 1A T T+ A =2
ay = khong c6 gia tri nguyén véi moi sO tu nhién
(HSG 7 huyén Cit Tién - LAm Pong 2018 - 2019)
. —2016 . .
Cho cac s6 nguyén duong ¢, b, ¢ thoa mﬁna+b+c _“GID.Chfrng minh rang gia tri bicu
a b c
= -

= -
thirc sau khong phai 1a mot s6 nguyén: 2016- ¢ 2016-a 2010-
Loi gidi

a b e a b c
+ + + +

2016-¢ 2016-a 2016-b a+h b+c c+a

da da b h c c
= = =
.. a+h a+bh+c_ b+c a+b+c. c+a a+h+ec = A>1
Ta c6: ; ;
a a+c b a+h c b+c
= = =

Mt khéac : a+h a+b+c. b+c a+b+c. c+a a+b+c = A<2

Vay 1<A<2 gy 4 khong phai 1a mot sé nguyén.
(HSG 7 dé 283 2018 - 2019)

M= a 7 4 f
.2 , x+y+z x+yp+f rkz+t o x+z+t L x, v,z L., g ‘A
Cho biéu thirc ) ) ! véi la cac so tuy nhién
1o
khac O . Chimg minh ¥~ <1025
Loi giai
x < x ¥ < ¥ . Z < z ¢ < ¢

X+p+z x4 x+yHt x4y x+zHt 4t x+z 4tz

z t |
+ ‘zv.-w-:l
Z+t Z+t)

X /
.

x+y x+y

=M< +

Cé M"Y <2" =1024 <1025 = M" <1025

(HSG 7 trwong Nguyén Khuyén 2015 - 2016; trwong Nguyén Khuyén, truong Thai
Phién 2016 - 2017)
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X ? Z ¢
M = +— + +
X+y+z x+yp+t ypHz+t x+z+i

Chtrng minh ring c6 gia tri khong phai 1a s6

' (x,y,z.t EN*)

tu nhién
Loi gidi
X X X
< <

, X+ ypHzHt x+yp+z x+y
Ta co: > > ,

¥y e 7 .

X+ y+z+t x+y+t x+y

< <
x+y+z+t yHz+t z+f

¢ t ¢
< <

X+ y+z+t x+z+t I+t

SRRl Y] P S T Y S |
X+ y+z+t L x+y x+y| lz+f Z+t)
Hay1<M<2.
vay M ¢6 gia tri khong phai 1a s6 tw nhién.
Cau7. (HSG 7 huyén Son Dwong 2016 - 2017)

.-"Irnf:a+b+c ab.c>0

Cho  a*b brc c+a 34 @270 Chino to ring M khong phai 1a sé nguyén,
Loi gidi
a a b b c c
- : - : =

Via’b’c>0nén'ﬂ+b a+b+c b+c a+b+c c+a a+b+c

a b c at+h+c
+ + > =]

Do d6 at+th bh+c c+a a+h+c D0d6M>1 (1)

a b c
+ +

M"ﬂ+b b+c c+a

b c a
+ +
| la+h b+c a+c

a
a b [ h e c a |
= + ‘+ + + =3
\a+h a+b] | b+c b+c] lc+a c+al
b + c + 4 =1 M= “ + b + ‘ 2
+ + + + + +
Vi'ﬂ b b+c a+c| suy ra | a+h b+c c+a @)

Tir (1) va (2) suy ra | <M <2 nan M 1hong phai 12 sé nguyeén.
Cau8. (HSG 7 huyén Thiéu Héa - Thanh Héa 2022 - 2023)
1 1 1 1 3

C=—+—+—+....+ _ C<—
4 9 16 20237

. Chirng minh rang
Cho

Loi giai
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1 1 1 1 1 1 1 1
et _ =+ O S —
4 9 1a 20237 4 33 44 2023.2023

2023.2023 ) 2022.2023

Ta co:

celi Lol o

Suy ra 4 23 34 7 20222023

1 1 1 1 1 1 1
C<—4—- —+—- — 4.+ -
4 2 3 3 4 2022 2023
celyl L 1,13
4 2 2023 4 2 4
C<—
Vay
Cau9. (HSG 7 huyén Tam Pi¢p—Ninh Binh 2021 - 2022; huyén Vii Thu, huyén Thuwong Xuan
2022 - 2023)
1 1 1 1 1 1
a, =lia, :l+;;ﬁ'3 =l+;+—;...;a“ =l+;+—+...+—
Cho biét - 2 3 2 3 . Chting minh rang:
Lﬁ+ lﬁ+ lﬁ +...+ lﬁ-::l
a” 2a, 3a’, na, e .z n .
- vO1 moi sO tu nhién n 16n hon 1
Loi giai
1 1
ka:  k >a
C. il 41 a, .
Véimoi K =2 taco: T R G B
1 1 _a-a 1
Tacé, k-1 ﬂ]. GJ. |ﬂk ﬂﬂl-|ﬂl
1 1 1
e -
Suy ra k'ﬂ.ln k-1 ﬂ.'.
1 1 1 1 || 1 1 1
s —l < — —l—e < — —
Chok=2;3;,,,;}? 2 ch: 2a; a, a, 3a;, a a, na, a,_ a,
Cong theo vé ta dugc:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— 4.+t -+ - =— - < =]
2a, na, a, a, a, a, g9 4, @ a 4

n 1
| 1 1
= —.,+—._+...+—.,"-"-l+l =2
a, 2a, na,

Dang 2.2: Bat ding thirc vé chitng minh tong liiy thira ty nhién
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Cau 1.

Cau 2.

(HSG 7 trwdng Vo Thj Sau 2022 - 2023)

1 2 3 2022 1
=ttt A<—
Cho 4044 4 . Chting minh rang: 2,
Loi giai
1 2 3 2022
=t gttt —53
Ta cb 4 4 4 4
2 2022
44 =1+—+—+ 3 47
) mr2 ) 2022
A44- 4 :[[+1+i+i_+_,_ “?; - [l+;+i+...+“?ﬁf
| 4.‘- 4_J_I . .4 4_ 4.‘- 4_'3__
20722
sq=1ele 1202
4 47 4
20722
34 :%[ % - ;?;_«“
022
3A:i_ ljl_“?;:{i::p A{i{i_l
i 34 4 3 9 8 2
A<l
Vay 2.

(HSG 7 huyén Tho Xuan—-Thanh Hoéa 2022 - 2023)
1 1 1 1 1 1
+

_—""':—3"‘_—3"‘ 3 ....+1 13"-."—
Chimg minh rang; 03 5 0 7 202340
Loi giai
1 1 1 1
-t —t+—+..+
5 6 7 2023 Ta c6
bat
1 1 1 1 1 1 1 1
S=—+—+—+...+ — =< —+———+ - +....+
5 6 7 2023 450 5607 078 2022.2023.2024
1 2 2 2 2
= o — +....+
214506 507 0678 2022.2023.2024 |

1 [ 1 1 1 1
=, — vt -
2145 50 350 07 07 78 2022.2023 2023.2024 |

b 1 S
2135 20232024) 330 a0 0
I 11 1 1 1 1
S=—4—+—+...+ >+ +.+
5 60 7 2023 5.6.7 6.7.8 2023.2024.2025
Ta lai co:
1( 2 2 2
==+ + .+
21567 678 2023.2024.2025 |
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Cau 3.

1 [ 1 1 1 1
— — . -
2056 07 67 78 2023.2024  2024.2025 |

1

_rpr_o 1 11 | _ 1 | Sl
2156 20242025] "27'30 220242025 60 2.2024.2025 60 780 65 )
1 |
OJNE) PR
Tu va suy ra: 65 40
1 1 1 1 1 1
Vay s 5 6 7 2023 4[}.
(HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)
1 2 3 4 35 2021 2022 5
L et atsoetmm @ Y
Chtng minh rang: > 5 8 33 3 3 36
Loi giai
1 2 3 4 5 2021 2022
A= St Tt -t = =
bat: 55 5 5 5 5 5 . Ta co:
. el il
54 =I- 5;'+51 :_3+534- ....+_;E;;} . _“5?;;
il
nSA+A:ﬂA:l-l+L-L3+LJ-....- IJI_JJ:I“
3 5 5 5 b I R
il el
P:l_l+L:_ L3+L.1_ Lﬁ+"'_ :tzl 04 = _“?;:
Pit 5 ¥ § §F 5§ 5 thi
sp=s-1ei- Ll L
5 5 5 57
i
= 64 :E- . HDHH{E:} 4<

6 6050 52 5 7736

- 7
l+%+ij+ Wt HEI;I,.? 0,75
Chimg to: > 3 3 ’
Loi giai
2 2 2 2
A _l+;+i “;;_ug 34 :l+i+i+...+£
LT3 T b : -
Pit . Ta co:
7
24 :[+1+L:+...+%‘ %
Suy ra: 33 ’ ’
:l+L:+ . ::HH
Pit i3 3
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= 2M :l-%{lz:'M<l
. 2

p) 2
24 :l+l+%+...+%— % =1+M - % <1+l=> A<E
Ta co: 3 3 3 3 <l+M 2 4
CauS5. (HSG 7 huyén Ninh Giang 2022 - 2023)
1 2 3 4 2022 3
A=t ottt b <—
Chung minh rang: 3 ¥ 3 3 3 4.
Loi giai
2 20712 2 2022
34 :3[l+§+%+%+ “?j;“ :l+§+i:+;_3+35_4+ +;Dj“l“
Ta co '
2 2022 2 2022
34- A:[[+:+i+i+i “?; - l+;+1+i+ “?;
| 3 3 3 ol ¥ 3 ¥ 3=
2022
34- A:[+[1+L+L+L+ ot ﬂlﬂ - “?““
3 3 3 ¥ 3! 3%
PV b
Dit 3 3 3 3 3
33:[+1+L+L3+L4+....+%
3 ¥ 3 3 k.
1 1 1 1 1 ‘ [l 1 1 1 1
IAB-B|l+—+—+ _+_+ |-+
| 3 32 33 3-1 32-]'_\3 | | 3 32 33 3-1 3'_\IIZI
1 1 1 1
el T B o g
2022
=24d<]+—- “?J“““ _i—%: A<E
2 3 4 3
Cau 6. (HSG 7 huyén Chi Linh 2022 - 2023)
1 2 3 4 2023 1
Chirng minh 4444 4 =
Loi giai
1 2 3 4 2023
=ct ot ottt —s
4 4 4 4 47
2 202
45 =1+— +i:+i3+...+—“gf
Nén ta co 4 4 4 .
202
45-5=1 +L+Lw +L3+...+—Jw - —“DJ“_?
4 4 4 47 4

35 <l +l+L+L3+...+%
4 4 4 47
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1 1 1

A=l+—+—+—+...+
4 4

1

Cau 7.

Cau 8.

3 PED
Dt 4
44 :4+l+l+L+...+%
4 &4 47"
44- 4=4- WIJ“ Jd<d= Ae.:i
477 = 3
sededil
Suy ra 8 -
1 2 3 4 2023 1
==t gt ottt -
Viy 4 4 4 4 4 2
(HSG 7 huyén Ha Trung 2022 - 2023)
3 8 15 n-1
S="d 4
Cho bibu thae: 4 9 10 mvsi "N va "> 2 Chimg minh ring ©
phai 1a s6 ty nhién.
Loi giai
s=2.8, 1, ,n-1
4 9 16 n V('YinENvan>2
5_23—1 3-1 43;1 n -1
Ta co: - 3 4 n
SZI.'L.,"‘I.'L.,"‘I.'l—.h"‘l'—.,"‘...."‘l'—.h
2° ¥ 4° 5 n
5:(l+l+l+...+l)—[L+L+L+ ..... +L
27 3 4 n
1 1 1 1
5_(H_l)_.2_:+?+4_3+ ..... +? . 5<(n-1)
1 1 1 1 | 1 1 1
— et — — et —+—— ..+
I S S w120 23 34 (- Da
Laicé
1 1 1 1 1 1
—t+t—=+—=+. . t—=<]- ==+ - —
2y 4 n 2 2 3 n-1 n
1 1 1
—t—t— .t —<]-—
2 ¥y 4 n n
1 1 1 1
—+—+—+..+—=<I
2y 4 n
= S>0-1-15 §sp-2=pn-2<S5<n-1
cn=2n-1 Y SR N ae1x A -
ma 1a hai sO ty nhién lién ti€ép nén = khong phai 1a so ty nhién.

(HSG 7 trudng Tran Pirc Thong - Hung Ha, huyén Mwong Lat 2022 - 2023)

khong
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Cau 9.

+...t—- — A< —

3 4 99 100 3
3 3" 3 16

. Chung minh:
Loi giai

4 99 100

oAt

(1)

Tu (1) va(2) suy ra

A<i
Do do 16.

(HSG 7 huyén Quing Xwong 2022 - 2023)

Chimg minh rang:

1 1 1 1 1 1 1
—+—+ =+ t——>—t—+.

5 6 7 100° 5.6 6.7 100.101
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pps Lo L 9% E__”
Nen 3 101 505 576 6
Tir (3) va (4) suy ra: /2 >VT

Céau 10. (HSG 7 truong Tri Thirc tinh Pong Nai 2022 - 2023)
1 1 1 1 1

< —
Chimg minh: 6" 8 10 100 8
Loi giai
| | 1 1 1 [ | 1 1 1 ‘
—t =+ _F+ _+.
, b B 10 oo 2713 4 5 50° |
Ta co:
1 | 1 | | ‘ l[l 1 1 1 1 1 | |
|+ b = | - - -+ -
2023 34 45 4950 2202 3 3 4 4 5 49 SD

1 1 l
bt

Cau 11. (HSG 7 huyén Quan Hoéa 2021 - 2022; huyén Tién Du - Biac Ninh, trwong Lé Quy Pén -
Hung Ha 2022 - 2023)
Lol L el

a8 100 .
T Chtrng minh rang >0

o T T T T

Loi gii

NI L

7 S A 777"
DI

I ?Tm ?T
2 3 4 99 100 [l 2 3 4 99 100
=2 TA-A=l+—+ —+—+. .+ —+ — |- |t —F —+. .+ —+—
S Y S 77 I R A e S 7 7' )
= 04 :l+l+l—:+?is+;—4+....+;?- %
B:l+l+l—:+L3+L4+ +—
Dit 7 7 7 7

= T8 :?‘+l+l+Lﬁ+L3+L4+....+#li
77 7T 7 T

= 1B- B = ?+l+l +I_+L+L+ +L‘ - [|+L+L+L+L+....+L

Y S A 7] T T 7 77

6B=7- - <7= B<.
7 6

bd=8- li?{ﬂﬂ B4 {1== A-::i

Lai co: 7 0 36
A<l
vay  °.
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Cau 12. (HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)

AZL&J?FL+m+L{I

Chung minh rang: 34 "
Loi giai
I 1 1 | 1 1 1 1 |
Ac—F —+—+  +——+—+—+, =1- —=<1
22 33 44 nn 1.2 23 34 (n 1).n n

Ta co:

Cau13. (HSG7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)

D=|_- _—IHI ‘ ..... [mn} 1‘ 21
0 ' '.SosénhDvc'yi 2.
Loi giai
Vi D l1a tich cua 99 s6 Am nén:
[ [N N[
4l 9]l 1007 |
) iEE 9999_&_435 99.101
R AT T2 Y 4 T 0t

_1.2.3.45..98.99 3.4.5..100.101
2.3.4.5..99.100  2.3.4...99.100

_ 1 1o _to1 100 _ 1

—= >
100 2 200 200 2
1

D<-—
Vay
Céu 14. (HSG 7 truwomg Ly Nam Dé - Hung Ha 2022 - 2023)
I 2 IDD3
A=—+ 4+ .+ . _}
Chumng minh rang: ¥ 57 2007 “DDS
Loi giai
Tong 4 khong c6 thira s6 chung, do vay ta danh gi4 timg s6 hang
72 2 2 2
===
3 9 8 2
72 2 2 2
=t e =
5 25 24 4o
2 2 2 2
=T e - =
77 49 48 o8
2 2

— <
20077 2006.2008

2 2 2 2 1 1 1003
A<—+ =+ =+ +— = —— =

2.4 46 068 2006.2008 2 2008 2008

Cau 15. (HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)
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S, :l+l;Sﬁ :l+l+Lﬁ;.....;Sﬁ :I+L+L+ ..... +L(HE|N.)
3 7 5 5 ) 5 5 3

Cho . Chting minh rang:

5 =5

n n=1

>.25>5=>1
Taco )

= 5'>85 '>.>5'>5">1

n n-

| | | 1 1 1 1 |
= + + +...+ i S S S S

55'2 525:2 535-2 - 5“ s 2 5 52 5: 5”

A a

Pit 5 5 5 5
= 54 _l+l+L+LJ+ +5”l_I
1 1
A<l
4

Vay
Cau 16. (HSG 7 trwong Luu Khanh Pam - Heng Ha 2022 - 2023)

F-1 2°-1 3-1 n -1
SII = + =2 + 2 ot 2 IN 1 .
Cho l = 3 n (voi nEN vy "> ). Ching minh rang "
khéng 1a sd nguyén.
Loi giai
1 1 1
5 =l- i+l— _}l—ﬁ+l— L+_ +1- L =(n-1)- _}_:+3_:+ I
Co - & - "
A:_}L:+L:+ +L
Pit 27 3 n
S <n-1
Do A>0 , 2, <n
A< —+—+ ..+ : =1- —
Miit khac 23 (- D n
1 1 |
= 8§ =(n-1)-(1-—)=n-24+—>n-2 —>0
n n o™ )
=n-2<§ <n-1_§ . . 2 .
nén " khong la s6 nguyén.
Cau 17. (HSG 7 trwomg Dan Chi - Hung Ha 2022 - 2023)
-
A= ﬁ3ﬁ+ ﬁ5ﬁ+ ﬁ? ﬁ+...+Lﬁl
"2 2°3 34 (n-1).n° n . 1
Cho (voi 7 1a s6 tu nhién 16n hon ).

Chtng minh rang: B<1
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Loi giai
Y
B 3 ,.5 ﬁ?ﬁ 2n-1
27 2°3 34° (n-1) .n
Ta co:
22017 3.2 43 n -(n-1)
: ] ] + ] +
12 2°3 34 (n-1Y n
1 1 1 1 1 1 1 |
==t —=t—="—= e
7 2* 27 3¢ 3¢ 4 (n-1y n
=]- lj
e

iz>0:> I-Lz<1

A~ N
lnen n

Vi " 14 s6 tu nhién 16n hon

VéyB<1 .

Céu 18. (HSG 7 truong Tran Pirc Thong - Hung Ha 2022 - 2023)
2001 2001 2001
= 7] + 7] +"' + 7 2
Cho 20007 +1 20007 +2 2000" +2000 Chimg minh ring: l<4 <4

Loi giai

A 2000

c6 tat ca s6 hang.
2001 2001 2001 2001
k] - k] = 5 }"' = k]
2000 +1 20007 +2 2000 +3 20007 +2000

Tong

Taco:
5001 2001.2000
= A>——— 2000 =
000"+ 2000 2000 (2000 +1) —; (1)

2001, ~2001.2000 _ (2000 +1).2000 _ 2000° +2000

=— 72 = : = - = :
Mt khac: 20007 +1 20007 +1 20007 +1 20007 +1
(2000 +1).2000 _ (20007 +1)+1999 Ly, 1999
T 20007 +1 2000° +1 20007 +1 <2 )
Tu (l)vé (2) suy ra l<d<2=1<d4'<4
Vay l< A4 < 4.

Cau 19. (HSG 7 trwomg Kim Trung - Hung Ha 2022 - 2023)

A:I+L:+L:+L:+L:+L+..+ : + :

Chtmg minh téng; I3 450 20197 20207 4 16ne phai 13 mot sb
nguyén.
Loi giai
. rr 11 L, 1 L 1
Tacs: 12 22.23 33,34 44...20182019 2019.2019,2019.2020 2020.2020

Do d06 ta co:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ 1

+ > - - - - —+... = =
1.2 23 34 20182019 2019.2020 273 4 5 0 2019 20207

1 1 1 1 1 1
- o+ +

1
33 4 2018 2019 2019 2020

1 2019
=1+
2020 2020
2019
<
2020

{2019{ -

0 1 =1+
Vi 20 nén
I<A<2

Suy ra:

Vay 4 khong phai 1a mot sé nguyén.

Cau 20. (HSG 7 huyén Luc Nam 2018 - 2019; truong Diép Nong 2022 - 2023)

Cau 21.

1 1 1 1 1
- - —+ — =
5 6 7T 20200 40

Loi giai

1 1 1 l 1 1 1 1
< < < <
555 456,666 567 777 678 - 2020.2020.2020 2019.2020.2021

b

Ta co:
| 1 | |
= + + + ... +
5.55 oo 0T 2020.20202020
1 1 1 1
+ + & +

=

450 507 078 2019.2020.2021
| 11 L1

2145 50 50 07 07 7.8 2019.2020  2020.2021]

= A4

|
—_—

|45 20202021) 2020 20202021

| 1 | | 1 1 | |

————>0 eyl NETEET R TR T
2020.2021 nep 20 20202021 20 = 2120 2020.2021) 40

Vi =
A<L
Hay 40
| B | 1 1
—t—+— .+ g
Vay 5 6 T 20200 40
(HSG 7 huyén Hung Ha - Thai Binh 2022 - 2023)
A:L+L+L+ ......... +L E=:A<§
Cho 2+ ¥ 4 " Chéng minh ° 7.
Loi giai
A::—+L+L+ ...... S
Ta c6 1.2 23 34 8.9
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1 1 1 1 1 |
A<l —4+—- — 4+ —=- — 4 ... +—
= 2 2 3 3 4 8

1 8
A<l- — A< —
5

= 9=

1 1 1 1
>t —t— ot ——

23 34 45 9.10

2 8
O @ $54<3
Tu va suy ra (dpcm).

Céu 22. (HSG 7 huyén Quynh Phu 2021 - 2022)
A=1-—+

A R B )
3 — —[;‘ +§ +[§
Cho Y '~ . Chung t6 ring

-

A khong phai 14 s6 nguyén.

o @ ,
Tu va ta co O<4<l én 4 khong 1a s6 nguyén (dpem).

Céu 23. (HSG 7 huyén Luc Ngan—Bic Giang 2021 - 2022)
2020 2020 2020 2020
C= 4+ — 4+ 4.+ ﬁ
Cho 2019°+1 2019°+2 2019 +3 20197 +2019

Chimg minh ring gi4 trj cia bidu thire € khong phai 13 s nguyén.
Loi gii
2020 2020
El = El
2019° +1  2019°

Ta co:
2020 2020

2019 +2 2010

2020 2020
2019 +3  2019°
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2020 2020
72 = 2"
2019° +2019 2019’
M el el M el
<2020 2020 2020 2020 _ 2020 oo 2020

2019°  2019° 2019° 7 20197 2019° 2019 <2

Twr d6 suy ra
=>(C<2 (1)

2020 2020
] - ] ]
2019°+1 2019 +2019

Ta co:
2020 2020

2019 +2 2019° +2019°
2020 2020

2019 +3  2019° +2019°

2020 2020

5 = 5 3
2019 +2018 2019 +2019

2020 2020

2019° #2019  2019° +2019
2020 2020 2020 2020
> 8 + . + _ +...+ _
2019° +2019 2019°+2019 2019° +2019 2019° +2019

Tu d6 suy ra

2020 2020.2019
= 2019 = = ©)
20197 +2019 2019(2019+1) = C>1
O @ ,
Tu va suy ra I<C<2 nén ¢ khong 1a s6 nguyén.

Cau 24. (HSG 7 truwong Bao Phuwong, truong Thanh Thuy 2018 - 2019)
1 1 1 1 1 1
ot

‘ :§+3_:+—3 ..... BEW"‘B:T{?
Ching minh rang: )
Loi giai
111 L, !
B :3+? 3—3+ ..... +33.-_1|: +W
£y :l+l+L+L3+ ..... + "'il"
303 3 3
l : S EPY
iB- B =1- 3975 = 1B =1- 3203 =B :E‘ 2.3%" {E
B<l
vay ?

Céiu 25. (HSG 7 truomg Bich Hoa 2013 - 2014; truong Hong Duong 2017 - 2018; huyén Thanh
Oai, treomg Pién Hong 2018 - 2019)
1 1 1 1 1 1
= ]
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1 1 1 l{l
99 100 4 100 4

2019~ 2017 ‘
2017.2018.2019
11 ‘

211.2

2018.2019

Loi giai
LI IR
bat > 6 7 mD,tacéz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
<t e - - — 4
45 50 0.7 99.100 4 5 5 6 o0 7
PRSI SO S U SN
560 0.7 99.100 100.101 5 101 o
Cau 26. (HSG 7 huyén Thwong Tin - Ha N¢i 2018 - 2019)
1 1 1 1
. :1_3+3_3+E+ ------ 1{}[93 1
Chirng minh rang: = =
Loi giai
1 l
= =
T 2*>1.23 2 123
a
1 1 1 1
3 23477772019° 201720182019
Tu'ongtu:3 234 2019°  2017.2018.2
1 1 1 1{3-1 4-2
= A< ... + = ——+ +
123 234 2017.2018.2019 211.2.3 234
{1 1 1 1 1 1
= A€ | - - 4.+ -
211.2 23 23 34 2017.2018 2018.2019 |
:,A.-_:L- l {L
2° 2018.2019.2 27
1 1 1 1 1
= A==+ ++.... + < —
2 3 4 2019° 2
Céau 27. (HSG 7 trwong Tran Hung Pao 2017 - 2018; trwong Van Long 2018 - 2019)
. XE " €N,n =2
Bigt TS 12 05X <L Cppmg minh ¥ <F v TSN 22
Loi gidi
x"-x Zx(.r”" - l)
Xét

Dexcl= x"'-1<0:x>0= x"-x<0

Suy ra diéu phai ching minh

Céau 28. (HSG 7 trwong Huong Pién - Nam Hwong 2017 - 2018)
1 1 1 |
_}_:+_:+_:+.....+_} - <]
Chimg minh: ~ 34 2005
Loi gii
1 1 1 1
2157 5
Taco: = L2 1 2
1 1 1
e ==
3 23 2 3
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1 1 1

1

-\.{ - -
20057 2004.2005 2004 2005

Cau 29.

.
3:_+_+E+;j+ ........ +
Cho 16 25

-
B :E+§+—+£ +....

25
3 8 15

Trong do

- - —+]-
4 9 1

(HSG 7 huyén DPong Son - Thanh Ho4, treong Nguyén Chich 2017 - 2018)

2499

2500 . Chimng to B khong phai 1a s6 nguyén.

Loi giai

2499
+

2500

24
ot 1-
25 2500 |

, (n+1n {ﬂ_:{(ﬁ'- 1 n

Ap dung tinh chat
1 1 1 1

=

2?3 4 5

Ta co:

M=1- l+l l_+l l+l l

22 3 3 4 4 5
1 1 1 1

M> —+ —+ —+ —+_...+ = -

Lai c6: 23 34 45 50

1_49

101
D=M<l= =49

1
-
2 51
Tu d6 suy ra
Cau 30.

A:3+5

| ‘ [ 1
4+ — || —+
121

50

| 1 |
— 4+

"M khoéng phai 1a mot sé nguyén.

(HSG 7 huyén Anh Son, trweong THCS Tao Son 2017 - 2018)

7 19

Chung minh rang: I'.2

2 2y
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274 3-33+43-3 10°-9
1%.2 2.3 ¥4 9°.10
| I 1 1 1 11 1
e P O R b —=]- — <1
12 2 27 3¢ 3¢ 4 9° 10 10
Cau 31. (HSG 7 huyén True Ninh 2022 - 2023)
A :42'-' +4I-ZI-ZI2I

*4" Tims turnhién * 16n nhét sao cho 4 14 56 chinh phuong.

Loi giai

Cho

Gia sir tOn tai sb ty nhién ¥ dé 4 13 § chinh phuong.
* X6t~ =27 :

A :4:? +4|-:|-:n + 47 :4:? I:l +4<-?3. +4.-.--:?)

Ta co:

(2 [(@7) #2277 141447 - 2257 l
=(22)
2 )37
27 )'-'

(2
(2

]
I-J
—
=
II_I
g
+
L —
+
—_—
b2
Il_l
=1
+
p—
+
'
E
)
[
]

-(2.-.--:? +|)3 +47 . 12_.,._:7]

(227)2
Ta co: 1a s6 chinh phuong.
Ve ¥227 5 ¥EN . 1447 4477 EN

B=(27 +1) +4"" - 2277 ,
cling la mot so chinh phuong

nén dé& 4 1a mot s6 chinh phuong thi

Lpx0 @720 gm 5o g

= x- 20 =1946 = x <1972

Két hop voi didu kién ta co: 27 =% <1972
Vi * 1a 56 ty nhién 16n nhétnén X =172
J— >

x =1972 1a s6 chinh phuong

Vao 4 ta duoc
0 <x<27.

Thay

* Xét
0=x<27 4¢ 4 13 5§ chinh phuong

A :4:? +4|-:|-:n-:n +4° =4* (4:?-.-.- +4|-:n-:n-:n-.-.- +|)

e Ao X g
Gia str ton tai ~ thoa man

=(22) | (@) 224 () 22
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:(2}
:(2)' [(3:?-.-.- +|)3 +(3:-:n-:n-:.-.- NPE )l

2
)
Ta co6: la s6 chinh phuong.

(2:?-.-.- ): +93T-x L 9-x 4 4 W00-2x 2:;-.-.-]

,e <: . . 7-x + 1000 & +
vei 0=V <2 va XEINth14 4 leN

7A ’ C :(2:?-.-.- +|)3 4 720025 528 ,
Nén dé “° 1a mot so chinh phuong thi cling 1a mot s6 chinh

s, @ eI) 20
phuong ma

= M2 9% 50 2000- 2y 228- x = x <1972 (2

A

nen

O @ .

Tu va suy ra - =1972 13 §6 16n nhat dé 41 s6 chinh phuong.
Cau 32. (HSG 7 TP Thanh Héa 2022 - 2023)

Cab . . XY . A=x +4x+y - 4yp+100 .
Goi 1a hai gia tri tuong ing ctia Y dé bicu thic . . dat gia tri

, ) . (ﬂ +b)'_‘ilj.'~ :ﬂxl::\ + !J‘:':Il-\
nhé nhat. Ching minh rang:

Loi gidi
D A=x +4x+y - 4y +100
Ta co:
=(x* +4x+4)+(H7 - 4y +4)+92

=(x+2) +(y- 2 +92

G2 200 (p-2) 20= (r+2) + (- 2) 492292, ¥,y

Vi
A = y-2=0 —_ =2
Déu “=” xdy ra khi va chi khi *+2 70 y3 ° S x=2 )
, S —_ :2 = =
4 dat gid tri nhé nhat bang 92 khi * 2; Y suy ra a 2; b=2
a=-2:b=2 — (a+b)" =a™ + b
S0 v& trai of
+) Thay vao Ve trai cua
(-242)7 =0 =0 |
Ta duoc: (1
a=-2b=2 . hai ot (a+b)" =a™ + b
) Thay vao vé phai cua
_2 X +2_.I_. :_EEIZ'\ +2_.I_. :U_
Ta duoc: (2)

Dang 2.3 Bit ding thirc vé chitng minh tich ciia mét diy
Caul. (HSG 7 huyén Hung Ha-Thai Binh 2022 - 2023)

1357 99 Pe< 1
EI - C T T h— . . ﬁ
ChoP= 2408 100 Chung minh rang
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Loi giai
n n+l

=

(neIN”
n+l n+2

Ta co:

n o, ‘1 £ 99 ’
Cho cacgiatritt dén  taco:

99

1 23 55 6 99 100
— S —E——E— L —
2 34 66 7 7100 101
1357 9 2408 100
3'4'&'8"'mu}<3'5'?'9"'1:}1
1357 9% 1357 9 2408 1001357 99
246 8 100 3'4'&'8'"|:}D<3'5'?'9"'m| 246 8 100
1 357 99 r 1
= | —-———..— _
24068 100 101
<

(HSG 7 huyén Quan Son 2022 - 2023)

| 1 3 5 2021 2023 :{ I
N 2 3 0 MY M7
Chirng minh rang 240 2022 2024 2025
Loi giai
| < I 3 5 2021 2023 :{ I
4048 12 4 6 2022 2024 | 2025
n n n
13: 42 +l{n:+1n:n+’
+ L 2 2
V61 moi n =l ta co: (n1)" n " .
I 3 5 2021 2023 :{l 35 2021 2013 _ 1
24 6 2022 2024 357 2023 2025 2025

Tir do suy ra:
n w1 _(m-1)(n+1) _n-1

'h} - - - -_
.. .n>2 . (n+1)" (n+1) (n+1) n+l
Véimor ~ 7 taco:

-

1 35 2021 2023° 1 24 2020 2022 _ |
246 2022 2024] 446 2022 2024 4048

Tir d6 suy ra:

Dang 3. Bt ding thirc dang chir
(HSG 7 huyén Phu Ly 2016 - 2017; huyén Dwong Nam 2017 - 2018; quin Ha Dong

Cau l.

2022 - 2023)

Cho “” 2?72 Chimg minh 0>+

Loi giai

Suy ra:
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~ ab>a+b
Vay .
Cau2. (HSG7 CaAm Thiy - Nam Dinh 2021 - 2022; Hau Loc 2022 - 2023)

£ d, bn c .. A 1N 5 A .
Cho ba so la d¢ dai ba canh ciia mot tam giéc.

fite e s
+ + =]
bh+c c+a a+h

Chtrng minh rang:

Loi giai

Str dung tinh chét: O<a<l= H{Jg.

b 0= b <|= ba = ba
vi“?” % do6 dai ba canh ctia mot tam giac nén ta co: te te to

a a o a

b+c}a+b+c a, b, c Jb+c}a+b+c (1)
Ma (do duong) nén: .
b S b e - Fod
\J () (3)
Chiing minh tuong ty ta dugc: cta atbte va atb atbte .
T O N N €))

Cong vé ba bat dang thiic ; ta dugc:

J a J b J c a b c
+ + > + + =1
b+ c+a a+h ag+bh+c a+h+c a+b+c

Vay bai toan dugc ching minh.

Cau3. (HSG 7 huyén Tan Uéc 2013 - 2014; trwong Phi Nhuin 2014 - 2015; huyén Thai Thuy
2015 - 2016; huyén Hwong Khé 2016 - 2017; huyén Yén Lap, huyén Hwong Son 2017 -
2018; huyén Phu Li - Ha Nam, trwong Hoang Quyén, truwong Ly Tu Trong, huyén Loc
Ha 2018 - 2019; huyén Triéu Son - Thanh Héa, huyén Thanh Son - Phu Tho 2021 -
2022; huyén Hung Ha, huyén CAm Thity, huyén Thanh Son, thi Xd Bim Son, trudng

Kinh M6n, huyén Son Pong 2022 - 2023)

L,

a b
. a, b; ¢ 0<a<bh=c=<l ¥
Chobasdthyc ~ théaman: - — 7 =" == Ching min
Loi giai
(a- 1)(b-1)=0
Vi 0=a=b=c El,nén suy ra ab+1za+b
| - | c_ _ ¢ (1)

ab+1 a+b nén ab+l a+h

Do d6

b:+l Ebic 25 m:b+l E;Tc G)
Tuong tu:

a+b c{a+b+c{4}

+ =
be+l ac+l ab+l h+ec a+c a+bh

Do do:

+
h: b+l ac+l ab+l
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a b c 2a 2b 2c Ha+b+c)
+ + = + + = =2(35)
b+c a+c a+bh a+bh+c a+b+c a+b+c a+h+c
Ma
4. b +° =2
be+l ac+l ab+l (dpem)
Twr (4) va (5) suy ra

Caud4. (HSG 7 huyén Thai Thuy 2015 - 2016; huyén Mé Cay 2017 - 2018; huyén Kinh Mon
2018 - 2019; huyén Pong Hung 2022 - 2023)

a,b,c

Cho 1a d6 dai ba canh ctia mot tam giac. Chimg minh ring

ab+bc+ca =a +b +c =2(ab +bc+ca)

Loi gidi

Taco: @ by’ 20 = ¢* - dab+h' =0 = a’ +b° =2ab

b+ = “+aq =2
Tuo*ngtutacob ¢ —%C;E a HE.Suyra:

2(a® +b% +¢2 ) =22(ab+ac +bc)

h a’ +b> +c& zab+ac+be )
ay .

Ap dung bat dang thirc trong tam giéc, ta co: atb>c=actbe>c

a+c>b = ab+bc>b

b+c>a= ab+ac>a

= a +b +c° <2(ab+ac+bc) (2)

ab+bc+ca =a +b +c =2(ab+bc+ca)
T (1) va (2) ta co: .

Caus5. (HSG 7 huyén Yén Dinh - Thanh Héa 2022 - 2023)

5
HA+ HB + HC -::;(AB + AC + BC)

Cho tam giac nhon ABC , truc tam . Ching minh:
Loi giai

A

B C

Qua H e duong thing song song voi 4B g AC tai 0= CH LHD

Qua H e dudng thing song song voi AC & 4B tai £ = BH LHE

AAHD =AHAE (g.c.g) = AD =HE,AE =HD
Ta céd ’
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Trong MHD og HA<HD+AD o HA<AE+AD M
Ty BH LHE= AHBE s o on HB<BE @)
Tuong tu, ta co: HC <DC. 3)
Tfr(l), (2)’ B) () oo HA+HB+HC < AB+AC (4)
Tuong ty: 74+ HB +HC < 4B+ BC (5)
vy HA+HB+HC < AB+BC (6)

-

HA+ HB + HC <Z(4B + AC + BC)
4) (5) (6

Tl‘r(),(),()suyra: 3

Cau 6. (HSG 7 huyén Yén Dinh - Thanh Héa 2022 - 2023)

.3 N . X+y+z=0  -l=x<l,-l=y=l-1=z=l.
la = sO thuc tuy y théa man ’ va

2,4, .6
X +y +:z R n ,
¥ c6 gia tri khong 16n hon Z,

X, Vs, Z

Cho
Chimg minh rang da thirc

Loi giai
Trong ba s6 V506 it nhét hai s6 cung du. Gia sir oy 20= z=-x0y ED.
cl=xsl-lsysl-l=sz<l | x +y 42" sy |y[+]]
i nén:

[

= +y'+ =x+y-z= 4y 4t =2z

z=0= x"+y +2° =2
L-l<z<l ,ZI= x+y +z" <2
Vi I=z=l va

Cox+yi et =2
Vay .

Cau7. (HSG 7 Quang Ninh 2022 - 2023)

X, V, Z 2

Gia st la do dai ba canh cia mdt tam gidc c6 chu vi bang “, ching minh:
X V Z
5= B <2

v+l xz+l xy+l

Loi giai

l.X,y,Z

Vi 2

1a d6 dai ba canh ctia mot tam giac va c6 chu vi bang <. Khong giam tinh tong
, lsx=y=z=l
quat ta suy ra: i

x-l<y-1<0=(x-1)y-1)<0= xp+l>x+y
Suy ra:
1 1 z Z
= < = <
ay+l x+y xp+l x4y

(1)

x X y . ¥
yz+l y+z xz+l x4z

(2); - 0.
x y z x y z
+ — + < + — +
yz+l xz+]l xy+l y+z x4z x+y

Chirng minh tuong ty :

Cong vé vai vé (1), (2), (3) ta duogc: 4)
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x x+x x 2x
< = <
y+zI x+yp+:z y+z x+y+:z
Ma
Y 2y z . 2z
X+z x+y+z x+yp x+yp+:z
Tuong tu: y ; y > .
: - ) 2 -
R O S e S A
'+z x+z x+y x+y+z x+y+z x+y+:z
Suyra:‘1 ! ! ! !

y z 2lx+y+z ; -
ﬂ.¥+J+_{(J)j.r+J+_{2
y+z x+z x+y X+y+z y+z x+z x+y

(5
x ¥V z
5= + + <2
4 (5) z+]l xz+l xp+l
Tl‘r( )Vé ta duoc: ! ? . bpcm.

Ciau8. (HSG 7 TP Bic Ninh 2022 - 2023)

cabe o O=a<h+l=c+2 L a+b+c=1 oo g
Chobaso '~ théaman =~ = va . Tim gia tri nho nhét cta ©
Loi gidi
c0=a=b+l=c+2 , O=a+b+l+c+2=c+2+c+2+c+2
Vi nén

= 0=4<3c+6(via+h+c=1)

=22 ¢ =
Hay

w|t~.l

-2 5
- a+b=—
Vay gid tri nho nhat ciia € 13 > khi d6

Ciau9. (HSG 7 thj xa Hoang Mai 2022 - 2023)

a,b,c a+b+c=0

Cho 14 céc sb thoa man: 2022ab +2023bc +4045¢a {D

. Ching minh: ~
Loi giai

=0 = b+c=—gia+h=-¢
Ty @¥0+c =0 ' Do do

2022ab+2023bc + 4045¢ca =2022ab+ 2022¢ca + 2023bc + 2023¢ca
=2022a(b+c)+2023c(b +a)
=2022a {-a)+2023¢ {(-¢)
— EDEEHE _ 3[}23{‘2 == (EDEEGE + 2[}23{':) =0

Vi 2022ab+2023bc + 4045¢ca =0 ¢ a+b+c—ﬂ
ay ncu

Cau 10. (HSG 7 huyén Anh Son, 2015 - 2016; truwong Lé Quy Pon Ha Dong 2022 - 2023)

a,b,c . ) 2(ab+bc+ca)>a +b +¢
Cho la ba canh ctia mot tam gidc. Chung minh :

Loi giai
Trong tam gidc, téng d6 dai hai canh 16n hon canh con lai nén ta co :

b+c>a= alb+c)>a’ = ab+ac>a’
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Tuong tu ta ¢6 : be+ba=h" va ac+ch>c

. 2(ab+bc+ca)>a +b +c°
Cong theo vé ta dugc :

a, b, ¢ ) 2(ab+bc+cal)>a +b +¢
Vay la ba canh ctia mdt tam gidc thi
Cau11. (HSG 7 huyén Hung Ha 2022 - 2023)

a+b . b+c . c+d . d +a
Cho “0c:d >0 cmmgmmh‘ a+h+c b+c+d c+d+a d+a+bh

co gia tri
khong nguyén.
Loi gidi
a+b S a+h
a,b,e,d =0 i
,mco:”+é+f a+h+c+d

Voi
b+c S b+c
b+c+d a+b+c+d

c+d S c+d
c+d+a a+b+c+d

d +a - d +a
a+h+d a+bh+c+d

a+h . b+c . c+d . d+a }2@+b+c+d}
a+h+c b+c+d c+d+a d+a+h a+bh+c+d

=2(*)

Cong theo vé ta duoc:

a+b+c_a+b+c+d_l

.a,b,c,d>0 , B B
Véi ,mco:”+b+f a+hb+c+d

a+b o a+b+d . c
a+hb+c a+hb+c a+b+c+d a+b+c+d
c S c a+h < a+b+d
Méa+b+f at+hb+c+d a+h+c a+b+c+d(D

(voia, b, c,d > 0) nén suy ra:
b+c - a+hb+c
h+c+d ﬂ+b+f+d(@

Chimng minh tuong ty, ta dugc:

c+d < c+d+h
c+d+a ﬂ+b+f+d(®

d+a < d+a+c
a+h+d a+b+c+d(®

Tir (1), 2), (3), (4) cong theo vé ta duoc:
a+bh b+c c+d d+a a+bh+c+d)
+ + - < =
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c+d

3(11}

+ + + +
M = a+h + b+c +_C d + d+a

<3
TfI(*)Vé(**) -ﬁ‘"‘b"‘f b+f’+d C+d+nﬁ‘ nﬁ‘r+ﬁ‘ +IE"

.abc,d>0 1A A
Vay voi @me , M 4 gia tri khong nguyén (dpcm)

Cau 12. (HSG 7 truwdomg Dan Chu - Hung Ha 2022 - 2023)
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da 2]
l= +

Cho ¢ ,b ,€ 1a cac sb thuc duong. Chimg minh rang:
Loi giai
Taco: 2,7, 1a céc s thue duong
a a b b C C
= = =

a+h+c ag+bh ag+bh+c h+c ag+b+c c+a

b b

==

ath+c a b c a b c
= < + + = l= +

+.
a+hb+c a+bh bh+c c+a a+h b+c c+a 1)

,.abc, . =z
Taco: ©,7," 1acac so thyc duong
a a+c b+a b c c+h
< : < <
a+h a+bh+c a+h+c b+c c+a a+b+c

b

=

a+h bh+c c+a

a b ¢ 20a+b+c) a b ¢
- - - +
a+b b+c c+a a+b+c a+b b+c c+a ()
= < = <2
a b c
1< - - <2
NORNE) a+h b+c c+a
Tu va = .
Cau 13. (HSG 7 trwong Bui Hiru Dién - Hung Ha 2022 - 2023)

. a,b . .z . .

Cho 3 s6 7 1a cac sb nguyén duong sao cho moi s6 nho hon tong hai s6 kia. Ching
a b c
1< + - <2
minh b+c c+a a+bh
Loi giai
1 1 a a
= = = =

Theo bai ta co
| 1

=]

Lai co

a 2a

a
= = =
Tir (I)Vé(” atb+c b+c a+b+e ®)

b < b < 2b
at+th+c a+c a+h+c (4)

Tuong tu co

c c 2c
< <

a+h+c a+b a+bh+c (5)

(5)='rl~-.:ﬂ - b +— <2
3 b+c a+c a+b (dpem).

Ciu 14. (HSG 7 trwong Vin Lang - Hung Ha 2022 - 2023)

0BG @
T ,

A\

.a,b

. C . .z , . 3
Véi "7 1a cac so0 duong . Chirng minh rang d

Loi giai

b+c<a+h+c b+c a+b+c bh+c a+b+c (l)

i

(a+b +c}(l+_+|—} =9
b ¢

a<b+c=> ag+b+c<h+c+h+c a+b+c 2(b+c) a+h+e bh+e
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o (a- bY =0 i @b (a-B)a- )20 = - e abeh? =0

= a’- dab+b 20 = a® +b* =2ah D

) () B

. a s A n .~ ab>0 f e . £
Vi 77 1a céc s nguyén duong nén dodoéchiaca © vecua cho ", tadugc:

@ b =2 = i+E =2
ab b a
A,859 PyCss
Tuong ty € 9 . € b
(a+bh+c) l+l+l =a. l+l+l +h, l_+l+l + . l+l+l
, la b ¢ la b c] La b ¢ la b ¢
Ta co:
a a b b ¢ ¢
=l+—+—+—+1+—+—+—+1
c a coa
a b] (b | [c a
=34 ||+ _ 4+
b al le b la c
g+é:z2 —+—2=22 —+—=2
Ma a c a c
I+ %+E E+§ + 548 =0
Do d6 ' al \c fola c
1 1 1]
(a+b+c)| —+_+_| =0
= L b [y
(dpcm).

Céu 15. (HSG 7 huyén Hoing Ho6a 2016 - 2017; huyén Thanh Mién - Hai Dwong 2021 - 2022)

a,ida,.a;..a

Cho 20 s6 nguyén khac 0 * ¢6 cac tinh chét sau:

a .

+ 'la s6 duong.

+ TOng cua ba s6 viét lién nhau bat ki 1a mdt s6 duong.
2 N | I

+ Tong cua s0 do 1a so am.

, . 3 @y, +a,.a, <aa,
Ching minh rang :

Loi giai
Ta co:
4a, +(ﬂ: +a, +”.1)+(ﬂ5 +a, +ﬂ?)+(ﬂs +a, +ﬂ|-:n)+(ﬂ|| ta, +ﬂ|3)+ﬂ|4
+(a|5 +ﬂ|'ﬁ+ﬂl7)+(a|!‘ +ﬂ|q+ﬂ:.:l)":':}
. a,>0; a,+a,+a, =0; a,+a,+a,>0; a,+a,+a,>0 a, +a,+a,>0
Ta c6- - Fa. : : ; . : :
as+a,+a,>0a,+a,+a, >0

= a,<0

T tr (‘-'-*'1 ta, +a, )+'"(ﬁ'|-:n ta, +”|:)+(ﬂ|3 +a, )+(ﬁ'|ﬁ ta, +a; )+ (ﬂw +a, ""‘-*':-:n)"‘:':II
wong tu:
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= a, +a, <0
. . apta,+a,>0=a,>0
Mat khac:

x>0 a,>0 a,<0 = a.a,+a,a,<a.a;
Tu cac dicu kién: ; ; (dpcm).

Ciau 16. (HSG 7 huyén Phu Yén - Son La, truwomg Vo Thi Sau 2017 - 2018; huyén Tién Phudéc
2018 - 2019; huyén Yén My - Hung Yén, truong Lé Hong Phong 2022 - 2023)

a +a,+...... +a
1 2 q{3

O<a <a,...<a, a, +a, +a,

thi
Loi giai

Chimg minh rang: Néu

nén suy ra:

a, +a, +a, <3a, )
a, +a, +a, <3a, ()
a, +a,+a, <3a, (3)

C O @ 6) a +a, +....+a, <3(a, +a, +a,)
Cong vé voivé cia , ta duoc: ) '

ca ta, e ta, >0 a, +a, +a,
i nén ta duogc:

Cau 17. (HSG 7 huyén Son Tra - Da Ning 2018 - 2019)

2o L

Tim ~, * biét '

4By +12)<0
Loi giai

B3y+12|=0
Vi : véi moi * ; | | v6imoi » , do do:

2x- l|_+|3y+|z|:_=n}

] .. A pexs s
' vO1 moi . , Y . Theo d¢ bai thi:

4Py +12)=0

2x- ll +[3y +12|<0 [Ex— !
"% 6

.Trdosuyra

= = X =—
3y+12 =0 =-4
6 va ! 12 Vély .

Ciu 18. (HSG 7 huyén Dirc Phé 2015 - 2016; huyén Phii Ly 2016 - 2017; huyén Tra Ly, huyén
Nim Ciin 2017 - 2018)

o 0U=a <a, <a <.....<a,; , s
Cho céc s0 . Ching minh rang:
Loi giai
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Cau 19.

Cau 20.

Cau 21.

O<a <a, <a, <. <a
Vi S .
a, +a, +a, +a, +a. <5a,

a, +a, +a, +a, +a, <3a,

a, ta, ta; +a, ta; {Sﬂls

a +a, +.....ta, <5(a +a, +a,)
Suy ra ) ' ' '
a +a,+a, +...+a;. <5
Véy ﬂi +ﬂ|':l +ﬂ|5
(HSG 7 huyén Triéu Son - Thanh Ho4 2017 - 2018)
b 7 4 b c <2
Goi “7C 13 do dai cac canh cua mot tam giac. Chirng minh: btc c+a a+b
Loi giai
a9 . a+a (1)
Via<b+c nén b+c b+c b+c+a
b <l= b < b+hb (2)
Tuong tu ta co: cta cta cHa+bh
= o c+e (3)
a+bh a+bh a+b+c
a b c 2a+2b+2c
- - < =2
Tir (1) (2), (3) suy ra : b+c c+a a+h a+h+c
(HSG 7 huyén CAm Khé - Phii Tho 2017 - 2018)
a_c a a+c
Cho a,b,c, d 1a céc sb thuc duong thoa man b d.Héy so sanh b voi b+d.
Loi giai
a c
< —
Vi a,b,c, 4 1 chc sb thuc duong thoa man b d nén ad <bc (1)
a_alb+d) _ab+ad
b blb+d) b(b+d)
Mat khac: 2

atc _bla+c) _ ab+be
b+d blb+d) b(b+d)
(3)

3 a+c
T (1), 2)va () suyra 0 0+4.
(HSG 7 trudmng Nguy&n Du 2016 - 2017)
bheQ al+b|=la+b
a o [l Pl=la 2

Chimg minh vé1 moi

Loi giai
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(p|+pp::a3+3pﬂ+bz QG+bp:=G?+bf::a:+3ah+b:
Ta co: ;
. |ab|zab 2|ab| z2ab

Laico nén

a +E|a£r|+b: =a" +2ab+b
Vi thé
Vay o +pl=la+tl moi “2€Q
Cau22. (HSG 7 huyén Bao Thing 2022 - 2023)
Cho ab,c 1a d6 dai ba canh ctia mot tam gidc. Ching minh rang:

a4 b 5 >3

b+c-a a+c-b a+b-c

Loi giai

I+ y x+:z X
a=""2:p= ¢ =2

Di x:b+c-a,}‘:ﬂ+f'b,z:a+b-c . 2 2 2
at ; ; ta co:

a b C
+ + =—
. b+c-a a+c-b a+b-¢ 2| = x ¥
Do do:

x+y y+z z+x|
y y+z,

I|x v v =z =z =x
e ot LY C S )
5

20y x z y x z|

Tai liéu duogc chia sé boi1 Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com

Trang 81/81



	Dạng 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất
	A. Trắc nghiệm (nếu có)
	Câu 1. (HSG 7 huyện Lạng Giang 2022 - 2023)
	A. 10 B. 11 C. 1 D.
	Chọn A
	Câu 2. (HSG 7 huyện Lục Nam - Bắc Giang 2021 - 2022)
	Chọn D
	Câu 3. (HSG 7 huyện Thanh Thủy - Phú Thọ 2021 - 2022)
	A. B. C. D.
	Chọn B
	Câu 4. (HSG 7 huyện Thanh Thủy - Phú Thọ 2021 - 2022)
	A. B. C. D.
	Chọn A
	Câu 5. (HSG 7 huyện Hoài Nhơn, huyện Nam Trà My, huyện Thăng Bình, trường Đào Duy Từ 2018 - 2019; huyện Lâm Thao 2016 - 2017)
	A. B. C. D.
	Chọn A
	Ta có
	Suy ra:
	Suy ra
	Dấu “=” xảy ra khi
	Vậy đạt giá trị lớn nhất bằng 6 khi .
	B. Tự luận
	Câu 1. (HSG 7 huyện Than Uyên - Lai Châu 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Câu 2. (HSG 7 huyện Lương Tài - Bắc Ninh 2022 - 2023)
	Câu 3. (HSG 7 huyện Lương Tài - Bắc Ninh 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Câu 4. (HSG 7 trường Bồ Lý 2015 - 2016; huyện Hoàng Hóa; trường Phạm Kính Ân 2022 - 2023)
	Tìm giá trị lớn nhất của các biểu thức sau:
	a)
	b) .
	Câu 5. (HSG 7 huyện Hậu Lộc 2016 - 2017; huyện Bố Trạch, huyện Vị Thanh 2017 - 2018; huyện Hà Đông 2022 - 2023)
	Cho ba số thỏa mãn: và Tìm giá trị nhỏ nhất của
	Câu 6. (HSG 7 huyện Bình Xuyên - Vĩnh Phúc 2022 - 2023)
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	Câu 7. (HSG 7 huyện Triệu Sơn 2022 - 2023)
	Cho , , là các số thực thảo mãn . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Câu 8. (HSG 7 huyện Diễn Châu 2022 - 2023)
	Tìm số nguyên để biểu thức sau đạt giá trị lớn nhất, tìm giá trị lớn nhất đó: .
	Câu 9. (HSG 7 huyện Hưng Hà 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: với .
	Vì .
	Để đạt giá trị nhỏ nhất thì lớn nhất và âm.
	
	hoặc .
	Câu 10. (HSG 7 huyện Thái Hòa - Nghệ An 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Câu 11. (HSG 7 huyện Đông Hưng, huyện Hưng Hà, trường Lê Quý Đôn - Hà Tĩnh, TP Ninh Bình 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Câu 12. (HSG 7 huyện Hà Trung 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Ta có: .
	Do và với mọi nên .
	Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi:.
	Vậy Min khi .
	Câu 13. (HSG 7 huyện Lập Thạch - Vĩnh Phúc 2022 - 2023)
	Cho biểu thức . Tìm nguyên để có giá trị nhỏ nhất.
	Ta có:
	nhỏ nhất khi nhỏ nhất.
	nhỏ nhất khi là số âm lớn nhất.
	Mà nguyên suy ra .
	Vậy có GTNN là khi .
	Câu 14. (HSG 7 huyện Tân Kỳ 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: .
	Ta có: .
	Ta có: . (1)
	. (2)
	Từ và suy ra: .
	Dấu xảy ra khi: hay .
	Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức bằng khi .
	Câu 15. (HSG 7 Ninh Bình 2022 - 2023)
	Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức (với là số nguyên).
	Câu 16. (HSG 7 trường Giao Tân 2016 - 2017; trường Lê Hồng Phong 2018 - 2019; huyện Tương Dương 2022 - 2023)
	Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: .
	Câu 17. (HSG 7 trường Lang Chánh 2022 - 2023)
	Câu 18. (HSG 7 TP Bắc Giang 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
	Câu 19. (HSG 7 trường Hiệp Hòa 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của .
	Câu 20. (HSG 7 huyện Gia Viễn - Ninh Bình 2022 - 2023)
	Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
	Câu 21. (HSG 7 huyện Hương Khê–Hà Tĩnh 2022 - 2023)
	Cho biểu thức: Tìm các giá trị nguyên của để biểu thức đạt giá trị nhỏ nhất, tìm giá trị nhỏ nhất của .
	
	Biểu thức đạt GTNN khi và chỉ khi có GTNN là số âm lớn nhất
	(vì nguyên )
	Khi đó GTNN của là khi .
	Vậy GTNN của là khi .
	Câu 22. (HSG 7 huyện Thái Thụy - Thái Bình 2022 - 2023)
	Cho biểu thức với là số nguyên. Tìm giá trị nguyên nhỏ nhất của ?
	nhận giá trị nguyên khi là số nguyên.
	
	Thử lại các trường hợp thì ta tính được giá trị nhỏ nhất của bằng khi
	Vậy giá trị nguyên nhỏ nhất của bằng khi .
	Câu 23. (HSG 7 huyện Sông Lô, trường Đôn Nghĩa–Hưng Hà 2022 - 2023)
	Vậy có GTLN bằng khi
	Câu 24. (HSG 7 trường Lý Nam Đế - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Tìm nguyên để biểu thức sau đạt giá trị nhỏ nhất .
	Câu 25. (HSG 7 huyện Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 26. (HSG 7 huyện Hương Khê - Hà Tĩnh, trường Tân Tiến - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 27. (HSG 7 huyện Tam Dương - Vĩnh phúc 2016 - 2017; huyện Phủ Lý, trường THCS Lý Tự Trọng 2018 - 2019; huyện Hưng Hà, Vũng Tàu 2022 - 2023)
	Câu 28. (HSG 7 huyện Hoằng Hoá - Thanh Hoá 2017 - 2018; trường Nguyễn Tông Quai - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: .
	Câu 29. (HSG 7 trường Minh Khai - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 30. (HSG 7 trường Cự Khê 2016 - 2017; trường Lưu Khánh Đàm - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 31. (HSG 7 trường Hồng Lĩnh - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 32. (HSG 7 huyện Đất Mũi 2016 - 2017; huyện Hương Khê - Hà Tĩnh 2017 - 2018; huyện Rạch Giá - Kiên Giang 2018 - 2019; trường Hồng Lĩnh - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 33. (HSG 7 trường Dân Chủ - Hưng Hà 2022 - 2023)
	Câu 44. (HSG 7 huyện Mỹ Đức - Hà Nội 2021 - 2022)
	Câu 45. (HSG 7 huyện Ứng Hòa - Hà Nội 2021 - 2022)
	Câu 58. (HSG 7 huyện Thiệu Hóa - Thanh Hóa 2021 - 2022)
	Cho là ba số thực tùy ý thỏa mãn và ; ; . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: .
	Câu 59. (HSG 7 thị xã Kinh Môn - Hải Dương 2021 - 2022)
	Câu 60. (HSG 7 huyện Tiền Hải - Thái Bình 2021 - 2022)
	Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức với là số nguyên khác .
	Câu 61. (HSG 7 trường Lê Hồng Phong 2018 - 2019)
	Câu 62. (HSG 7 huyện Tân Bình - TP Hồ Chí Minh, trường Nguyễn Trung Trực, trường Nguyễn Trãi 2018 - 2019)
	Tìm số tự nhiên để phân số có giá trị lớn nhất.
	Câu 63. (HSG 7 trường Bảo Phương, trường Thanh Thùy 2018 - 2019)
	Câu 64. (HSG 7 trường Trân Thiện, trường Thanh Mai 2018 - 2019)
	Câu 65. (HSG 7 trường Hồng Dương 2017 - 2018; trường Điện Hồng 2018 - 2019)
	Câu 66. (HSG 7 trường Phương Trung, trường Bình Hân 2018 - 2019)
	Câu 67. (HSG 7 huyện Anh Sơn 2016 - 2017; Đ164 huyện 2018 - 2019)
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	Câu 94. (HSG 7 huyện Khoái Châu 2014 - 2015; huyện Mù Cang Chải 2016 - 2017)
	Cho biểu thức: . Với giá trị nào của thì biểu thức có giá trị nhỏ nhất. Tìm giá trị nhỏ nhất đó.
	Câu 95. (HSG 7 đề 351 2014 - 2015; huyện Việt Yên 2016 - 2017)
	Câu 96. (HSG 7 huyện Đức Thọ 2016 - 2017)
	Câu 97. (HSG 7 tỉnh Bắc Giang 2012 - 2013)
	Câu 98. (HSG 7 huyện Việt Yên 2013 - 2014; thị xã Bình Long 2022 - 2023)
	Câu 99. (HSG 7 huyện Thanh Oai 2014 - 2015)
	Câu 100. (HSG 7 trường Cao Dương 2016 - 2017; huyện Bát Xát 2022 - 2023)
	Câu 101. (HSG 7 huyện Bảo Thắng 2022 - 2023)
	Câu 102. (HSG 7 huyện Tam Nông 2022 - 2023)
	Câu 103. (HSG 7 huyện Thanh Thủy 2022 - 2023)
	Câu 104. (HSG 7 trường Nguyệt Ấn - TP Vinh 2022 - 2023)
	Câu 105. (HSG 7 huyện Vũ Thư 2022 - 2023)
	Câu 106. (HSG 7 huyện Thanh Sơn 2022 - 2023)
	Câu 107. (HSG 7 huyện Nho Quan - Ninh Bình 2022 - 2023)
	Câu 107. (HSG 7 huyện Thiệu Hóa - Thanh Hóa 2022 - 2023)
	Câu 108. (HSG 7 huyện Kim Thành 2022 - 2023)
	Câu 109. (HSG 7 huyện Văn Bàn 2022 - 2023)
	Vì
	
	Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi
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	Câu 1. (HSG 7 huyện Đồng Xuân 2022 - 2023)
	Cho . Chứng minh rằng .
	Câu 2. (HSG 7 huyện Nga Sơn 2022 - 2023)
	Cho . Chứng minh rằng: .
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	Câu 32. (HSG 7 TP Thanh Hóa 2022 - 2023)
	Dạng 2.3 Bất đẳng thức về chứng minh tích của một dãy
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	Câu 3. (HSG 7 huyện Tân Ước 2013 - 2014; trường Phú Nhuận 2014 - 2015; huyện Thái Thụy 2015 - 2016; huyện Hương Khê 2016 - 2017; huyện Yên Lập, huyện Hương Sơn 2017 - 2018; huyện Phủ Lí - Hà Nam, trường Hoàng Quyên, trường Lý Tự Trọng, huyện Lộc Hà 2018 - 2019; huyện Triệu Sơn - Thanh Hóa, huyện Thanh Sơn - Phú Thọ 2021 - 2022; huyện Hưng Hà, huyện Cẩm Thủy, huyện Thanh Sơn, thị Xã Bỉm Sơn, trường Kinh Môn, huyện Sơn Động 2022 - 2023)
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