1. MO PAU

e Ly do chon dé tai

Trong nhitng ndm qua trudng THPT Nhu Thanh rat coi trong viéc bdi dudng,
nang cao ning lyc nghién ctru khoa hoc cho gido vién thong qua nhiéu hinh thirc
nhu: d6i méi sinh hoat t6 nhom chuyén mon theo hudng nghién ciru bai hoc,
ung dung cong ngh¢ thong tin trong cac tiét day, phat dong phong trao viét
chuyén d¢, sang k1en kinh nghiém giang day, nghién ciru cac dé tai khoa hoc su
pham tng dung, t6 chirc hoat dong ngoai khoa.

Dbi v6i mén toan co nhiéu don vi kién thire gido vién phai tich cyc trau doi,
bdi dudng d6i méi phuong phap thi maéi dat hiéu qua khi truyén tai kién thirc
cho hoc sinh. Hién nay cau tric dé thi THPT Qudc Gia c6 nhitng cau hoi phan
loai rat kho, vi vdy mdi gido vién phai tim toi, tim ra phuong phap méi dé hoc
sinh ¢ thé giai quyét cac bai toan kho nay mot cach hiéu qua nhét trong cac dé
thi hoc sinh gioi, thi THPT Qubc Gia.

Bai toan tim cuc tri ciia biéu thirc nhiéu bién 1a bai toan kho nhat trong cac dé
thi hoc sinh gioi va thi THPT Qudc Gia, phan 1én hoc sinh khong giai quyét
dugc, nguyén nhan chinh 13 vi dang toan nay qua kho chi c6 mot phan nho cé
thé lam duoc, tuy nhién néu giao vién hudng dan cho hoc sinh mot cach hé
théng va phuong phéap 1 rang, t6i tin rang s& ¢ nhiéu hoc sinh 1am duogc bai
toan nay. Voi Iy do nhu vay, t6i manh dan chon dé tai “Ky ndng dén bién dé
gidi bai todn tim cwc tri ciia biéu thirc, nham néng cao hiéu qud ciia viéc o6n
tGp hoc sinh giéi va thi THPT Quéc Gia tai trwong THPT Nhw Thanh”.

® Muc dich nghién ctru

Rén luyén k¥ ning tim cuc tri ctia biéu thirc nhiéu bién, k¥ ning danh gia
biéu thirc bang bat dang thirc trong bai toan tim cyc tri.

e Po6i twong nghién ciru

Nghién ciru bat dang thic, cac hé qua cta cic bat dang thic AM-GM,
Bunhiacopski, Cauchy — Schwarz.

Nghién ctru cac céc bai todn tim cuc tri cua ham s6, cuia biéu thirc.

® Phuong phap nghién ciru

Nghién ctru tai li€u, ty nghién ctru.

2. NOI DUNG SANG KIEN KINH NGHIEM
2.1. Co s6 1y luan

C6 nhiéu cach dinh nghia khac nhau vé k¥ ning. Tuy nhién hau hét chung
ta déu thira nhan rang k¥ ning duoc hinh thanh khi chung ta ap dung kién thirc
vao thuc tién, k¥ ning hoc duoc do qua trinh lip di lip lai mot hoic mot nhom
hanh dong nhét dinh nao do.

Trong hoat dong day hoc mén toan néi riéng thi k§ ning dugc thé hién
qua phuong phép day - hoc, k¥ ning trinh bay, k§ niang thuyét trinh... Trong
mon toan ngoai nhitng k¥ ning chung vé day hoc né con dugc thé hién qua
nhiing yéu to dic thu ciia bd mén chang han: k¥ ning giai toan, k§ ning tinh
toan... k{ nang don blen trong bai toan tim cyc tri cling khong phai 1a ngoai 1¢.
2.2. Thue trang ciia van dé nghién ciru



Trong giang day toan lau nay tai truong THPT Nhu Thanh da sO gido vién
thie hién rat t6t cong tac chuyén mon nhu: Poi méi sinh hoat to nhom chuyén
mon theo huong nghién ctru bai hoc; phat dong phong trao viét chuyén dé, cac
dé tai ...Tuy nhién chuyén dé “Ky nang don bién dé gidi bai todn tim cuc tri ciia
biéu thirc” thi da s gido vién trong to chua nghién ctru mot cach c6 hé thong.

Dbi voi hoc sinh chi c6 mot so it co y thuc ty hoc, phan con lai hoc tap
thu dong, khong sang tao, dya chu yéu vao thiy (co) gido. Pa sd hoc sinh con
chua co y thirc vé nghién ciru toan hoc. Trong hoc toan phan 16n hoc sinh con
rat yéu vé phan bat dang thirc, cac hoat dong ciia hoc sinh & phan nay chu yéu la
ching minh cac bat dang thirc hay 4p dung cac bat dang thirc c6 sin. Do 1a
nhitng diéu han ché trong cach hoc ctia hoc sinh tai truong THPT Nhu Thanh
nodi riéng va tai cac truong THPT noi chung.

2.3. Céc giai phap thuc hién dé giai quyét van dé

2.3.1. Dinh nghia gia trj lon nhat va nhé nhat cia ham s0

Dinh nghia 1: X¢ét ham sO f{x) v6i x€D. Ta nodi rang M 14 gia tri 16n nhét cia
f(x) trén D, néu nhu thoa mén cac diéu kién sau:

1. f(x) =M, Vxe D

2. Ton tai % €D sao cho f(x,) =M

Khi d6 ta ki higu: M =max f(x)

Dinh nghia 2: X¢ét ham sO f(x) v6i xeD. Ta néi rang m 1a gia tri nho nhat cua
f(x) trén D, néu nhu thoa mén cac diéu kién sau:

1. /(x)zm, VxeD

2. Ton tai % €D sao cho f(x,) =m

Khi d6 ta ki higu: 7 =min /(x)

2.3.2. Cac bat dang thirc co ban thwong sir dung
v Bdt dang thirc Cauchy (hay AM — GM)
. a+a +..+a
ChO n so du’O’ng a,.,d,,....,d, ta co ! 2 p L >1 a.a,..... a
Dau bang xay ra khi va chi khi @, =a, =....=a

Y Bdt dang thirc Cauchy — Schwarz (hay con goi Bunhiacopski)

n-e

Cho hai b sé a,.a,,...,a, €R; b,b,,...b,ER.

Tacé (ab +ab, +..+ab ) <(a’+a’+..+a’>)b>+b>+..+b")

n n

’ . a
Dau bang xay ra khi va chi khi b—l =TT,
1 2
v Bdt dang thirc Cauchy — Schwarz thuong sit dung
Cho @.6,¢>0 v3 x,y,z2>0 khi do a—2+£ ﬁ_M
y oz X+y+z

2.3.3. Sir dung diéu kién ban dau dé danh gia duwa vé ham so mot bieén
x Diéu kién ban dau thuong gap:



. xe[a;bJ=> G- aXx- b)) <0
G- chy - b)=<0
. x,yE[a;b]z G- aXy— a)=0
G- b6Xy-b)=0
o x,y,zE[a;sz G-ady-aXz- ad+ G- bXy-bXz- 5)=0
*x<y=<z= (y ny z) <0
Nhin xét: Viéc danh gid diéu kién ban dau ciia bai todn la rdt quan trong trong
viéc gidi bai todn cuec tri ciia biéu thire, givip ching ta rén luyén ky nang chuyen
bai todn cyec tri nhiéu bién thanh bai todn cuc tri ciia ham sé véi mét bién.

Bai 1 (Pé THPT QG 2015): Cho cac s6 thuc a, b, ¢ thudc doan [1:3] va thoa
mén diéu kién a+ b +C :6 . Tim gi4 tri 16n nhét cua biéu thirc

a’b* +b*c’ +Pa* +12abc+72 1

P = - —abc
ab +bc + ca 2
Loi giai
Ta cO: (b +bc +cal =a’h® +b°c” +ca” +2abcla+b+c)=a’h” +b’c* +ca’ +12abc
Dt x =ab+bc +ca s(‘”l;;dz =12

Ta co: a,b,c€{1;3J=> - Db-1Xe-1)=0= abe- ab+bc+ac)+a+b+c-1=0
= abc- x+5>0= abc =x- 5

Lai co: G- 3Xp- 3Xe- 3)<0= abe- 3(ab +be + ca)+9a +b +c)- 27 <0

= abc <3x- 27 . Do d0: 3x- 27 =abc =x- 5= 2x =22 = x =11,

2 2
a +72-labcsx +72-l(x- 5):£+7—2+é
X 2 X 2 2 x

72 5
Xét ham sd /(x) —f+7+5 xeli1;12]

Ta co: f(x)——-1—2<0 Vx €[11:12] nén P </ (x) <f(11) z%

Taco: P=

Vﬁy max P :1— khi a =1;6 =2;¢c =3

Nhan xét: Day la bai todn rat hay. Ta phdi ding hai lan gid thiét cia cdc bién

asbic €3] dé tim ra mién gid tri ciia x =ab+bc+ca va ddnh gza dwoc P thong
qua bién x. Ciing tir bai toan trén phai chang bang viéc ddanh gla diéu kién ban
dau chung ta sé giai quyét dige mét 16p cdce bai todn dang nay bang cdch dua
vé ham s6 mdt bién, chinh vi vdy qua chuyén dé nay tac gia mudn rén luyén cho
hoc sinh ky ndng gidi todn ciee tri bang phwong phdp déon bién.

Bai 2: Cho x.».z<[1:2|. Tim gi4 tri 16n nhit cua biéu thic
) yez+d

Aty $ vz
P A P S
et oty 2 Ded o4l

v

Loi giai
Vi x.v.z€|1:2], nén ta ¢
G- IXy— 2Xz-2)>0 xyz+2(2x+y+z)22(y+z)x+yz+4



DAiu bé“lng xay ra khi x =1 hoac » =2 hoac z=2. Do d6

d< 20y + yz + 2x) 8 _y+z+4 :2x(y+z)+yz+4+yz+4_ y+z+4
T2y + ) yz+d ()4 [z 44 2x(y+2)+ )z +4 vz +1
A <1+ yz+4 _y+z+4s1+ yz+4 _y+z+4
2x(y+z)+yz+4 Jy?+1 2(y+z)+yz+4 \/)Tz+1
4 <l+ yz+4 2\ yz +4

yz+4\/;+4 \/;+1
Pat « == ; 1122

£ +4  2t+4
=1
Xét ham sb: /() +(t+2)2 e

vGi €152

o A-8 2 4 2 . Lo
Taco /@) :m+(1+1)2 Z57%5 >0, nén f{t) dong bien trén [1:2].

Suy ra 4 <f(1) <f(2)=-—

V@y max A =- % khi x =Ly =z=2

Bai 3: Cho cac s6 thuc khong am a, b, ¢ théoa man ¢ Sl,b SZ,C <3.

Tim gi4 tri 10n nhat cta biéu thirc
2Qab + ac +be) 8- b b
= + +
1+2a+b+3¢  b+c+bla+c)+8 \/12a2+3b2+27c2+8

Loi giai
Ta ¢ v12a® +36” +27¢* =34a’ +b> +9c?) 2z2a+b+3c¢ (1)
Mat khac 2a+b+3c-b- c- bla+c)=G+c)X2- b)=0
= 2a+b+3c=b+c+bla+c) (2)
Lai c6 2ab+ac+bc-b- c- bla+c)=G+cXa-1)<0
= 2ab+ac+bc <b+c+bla+c) (3)

Tix (1), (2), (3) ta duoc

_2prerblare) 8- b N b
" l+b+c+b(a+c) b+c+bla+c)+8 b+c+b(a+c)+8
_2prerplate) 8

“l+b+c+bla+c) b+c+bla+c)+8
Diat ¢t =b+c+bla+c)= 0=t <I3
2t 8
Xét ham s £ () = e1 7+8 véi t€(0:13]
8§ _26Gr+10X6- 1)

0=y TR
fO =1 f© =2, fa3) =2

=0 t=6

\ sy 16 16 . 2
T d6 suy ra B =/ () === max B = dat duoc khi a =1,b =2,¢ =3

Bai 4: Cho x, y, z 1a cac s thuc duong thoéa méan y+z =x(* +2*). Tim gia tri nho
. . L1 4

4t cia bibu thirc P+

nhat cua bicu thire "F 5 EF Fr T




Loi giai

Tu glé thiét ta co: x(y +2) S2x(y2 + 22)22()/ +2)e y+z S%

Do do: (1+yX1+Z)Sl(2+y+2)2 sl 2+2 :(11-2)6)2
4 4 X X
1 2 4
Ap dung bat dang thirc Cauchy ta co: P = S(Pm; (1+yX1+z) G+ X+ X +2)
2x” +1 4x® 2x +6x> +x+1

LT (TS A (U Sy (B

2x° +6x* +x+1

Xét ham sb: f(x) = e

2Gx-1) 1
Taco: /') = Q+x) s

N 1) _91
Lap bang bién thién ta dugc: P=/(x) =f| 5| T1os

1
Vay gia tri nho nhat cia P bang ﬁ Khi x =5V I,

Bai 5: Cho «>b>c>0. Tim gia tri nho nhat cta biéu thirc
[ S
G-bY G- C-aF

P=(az+b2+cz- ab - bc - ca%

Loi giai
Nhin xét: Gid thiét di cho chinh la goi y cia bai toan. Cdach lam giam bién sé
quen thuoc la dat a =c+x.b=c+y= x>y >0
Khi do: a’ -:-bz -tcz - ab- bc- ca =c +x) +(c+y} +c° - (c+xXc+y)- (c+y)c- e +x)
=x"+y - xy

. X . , - 1 1 1
Do d6 ta viét lai P du6i dang P =0 -+ y? t—t—
G-y » x

Nhue vdy véi cdch dét an phu nay, ta da lam giam sé bién cia P thanh hai bién.
Thdam chi la P la dong bac giita x va y. Ta chi viéc dat an phu quen thugc

L1 =/

Df?tt’:%”tadu:o’c P:Qz-t+1{ﬁ+
Xét ham f{2) trén (:+00) ta co:
£ Qz-l)[(z 5t 1+02-t+1{-2_2]

G-1y ¢
Q- G- 1)”@- D +2G- 0] 26 - 1)+ G- 1Y
G- 1)

Cdch dat nay khd phire tap. Ta c6 thé ddt theo cdch khdc sau ddy
it =1 +5= >2. Khi d6 ta c6

S0 =

+
ERE

1

N

= <



1 G- 1)3

P—(t-l{t_2+t = =1(7)
Xét ham f(t) trén (2;+oo) ta dugc: In /(1) =3In(z- 1)- In(z - 2)

f ) _ L 2-5

@) t-1 t-2 G-1De-2)
= 1@ :—Qt;f); Ve pwy=0e =

A ) .k ‘A 51 27

Lap bang bién thién ta dugc P =/() =/ 5] =

2 , ) © N ) Xy _ S — — —
Dang thuc xdy ra khi va chi khi ;+;—f—§:>X—2y:>a—b+d—c+2dan>0

TR RN AR . . 27
Vay gié tr1 nhé nhat cta biéu thie P 1a "

Bai 6: Cho x.».z>0;xyzGe+y+2)=20  Tim gia tri nho nhat cta
P =G+ yXa+2)+ %2

Loi giai
Nhan xét: Co mot chu y quan trong cua bai 6 la mot phép bién doi nho
Gry)a+)=x*+xp+xz+yz =xGe 4y +2)+ )z :2—0+yz
yz
Nhu vay bién mdi dwoc hinh thanh.

Dt 1=02>0 suy ra P =20 +1+6 =f(0). Xét (0= +1+2) trén ©:e0)

Ta co: f(1) =2t +1- i_o 2 +;2 -20 _G- 2X2tﬂ+5”10)
Lap bang bién thién ta suy ra /() =f(2) =16

Do d6 P =16. Pang thirc xdy ra khi va chi khi AL

Ket luan min /2~ —16 < — :l

=0e =2

y =2
1

Loi giai

‘. 1 . g Ao oo 1eR .
Bai 7: Cho a.b.c€ 5;1] . Tim gia tri I6n nhat cua biéu thirc
_|a b b- ¢, a|

| c a b |

Nhin xét: Khi gdp bdi todn trén, ta chwa thé tim cdch phd gid dau gid tri tuyét
doi. Do vdy cir thir quy dong va tach tung ra xem cé gi déic biét khong. Béi vi
liew ¥ rang: khi cho @ =b.b =c.c =a= P =0_ Nén sau khi bién doi chdc chdin sé
chita nhan tr @- bXp- cXe- a)

|ab(a- b+ beb - )+ cale - a)‘ _‘ab(a - b)- bela - b)+bela- ¢)- cala - c)‘

he P = =
Do do: | abc | ‘ abc |
|(a bXb- cXe- a)|
| abc ’
1 A “ A N A A e . A A
Pén day ta gia st 5 =¢ <b <a <1 d& muc ti€u lam mat dau gia tr1 tuyét doi.



(- bXb- Xe- a)

abc
Nhdn xét rang co mot phép bién doi lam giam bién so mot cach don gian la

bat: | _

pP=

(- yXy- DG&-1 _x-1
Xy ox
Muc tiéu viét nhu trén 1a dao ham theo bién y (hoic bién x).
fL.'(x;y)ZX_ ! = foQ;y)ZOQyZJ;E[l;x]
) . )
Lap bang bién thién ta thu dugc

o= - fxl/}lxx-l) (I'fxrt'l)(t'l)r_fe[(]

=fGey)

Taco: P= x+1-

s
Y

X
-1+

P=r(; 1)<j(x

hay Psm_ (l‘)
Xét ham g(t) tren ;v2) ta co: Ing(@) =3.1nG - D+1nG +1)- 2.Ins
g _ 3 Lo 2 A3 - r- 2042 207 42042 o: Vre(l-f)

T g -1 1+l 1 (- 1) +1X Ry A Y
Tur do ta ¢6 g() <g(/2)= (V- 1)(ﬁ+1) (\/_1)Z

Nhuvldy 2 = o () = (“ 2_ 1}
Piang thirc xay ra khi - G
Viy max P = 21} (asbyc) = £%

Bai 8: Cho a,b,c¢>0,a” +2b* <a’»”  Tim gia tri 16n nhat cua

P=S+5-(C-1>
b

a

Loi giai
Nhin xét: Gia thiét chi cho dir liéu lién quan téi a, b dit khéng du dodn dwoc
dang thirc xday ra nhung ta van co thé khai thac dwoc gia thiét bang bat dang

thure Cauchy - Schwarz voi muc tiéu la chi con bién c.
2

Ta co:

Tur thiét o* +20° <a’h’ bi2+_2 <

Nhu vay ta phai chon x* =1,y =2

1 2
=t

c ¢ . ¢t
5 b P=—+=-(-1F < || =—+=—
Do d6 ta co: 5t \/ 1 z]b p

2+§]c-1:f(c)

--1) SC\/g- A +2c-1

= P<-c"+




Xét ham sb f{c) trén ©;+0) ta co: /() =-2¢+ 2+§] = fe)=0=c =1+@

J6

Lap bang bién thién ta suy ra: P </() Sf[HT =[1+£] -1 =% o

4 2

Vay maxP=§+§ «/_b—[ :l+§

Bai 9: Cho a, b, ¢ 12 cac s thuc thoa méin @.c =1:» =2 Tim gia tri nho nhat cta
a(b+c) c(a+b)+3(a+c)2+2b2+8
b+2c b+2a 4G +ac)

biéu thire

Loi giai
Tacd U-a)2-b)>0< 2-2a- b+ab>=0< 2a+b <ab+2
1 1 ca+b) _cla+p)
= > = >
b+2a ab+2 b+2a ab+?2
, a(b+c)>a(b+c)

Tuong tyr ta co b+2c  bc+2

Lai co
3 +cF +267 +8 :2[(a+cf +J_‘:3J+(a+c)2 +8>4(g+cP +4ac+8 =4lab +ac +bc +2)
cla+b) alb+c) 4b+be+ca+2)
+ +
ab+2  bc+2 4ac +3)
ab + bc
+ +1

= P=

ac + bc ab+bc+ca+?2

= -2
ab+2 bc+2 ac+3
:(ab+bc+ca+2{ Lo, 1), ab+betca+3)
ab+2 bc+2 ac+3 ab+bc+ca+17
9(t+2) 45 45 13
t) = -2=7- 3t =ab+bc+ca=5=> P =7- =
Xét ham sb /() = 7 7 ma s+7 4

Vay minP :T = (a;b;c)Z(l;Z;l)

Bai 10: Cho cac sb thuc x,»,z€|0;1] va z =min|x, ,z| . Tim gié tri nho nhét cua
(y + z)2 vz +1 2
\/x+z \/y(y+z) xXy+xz-yz

biéu thic P =

Loi giai
Vi nhitng bai toan c6 diéu kién ban dau x,v,z€ [051] chung ta s€ tim cach khai
thac né, du doén diém roi la z =y =Lz =0
Hon nira véi m c6 chira X +xz- ¥z ¢ mau, ddy 14 hang ttr co thé goi ¥
cho chung ta don bién vé Xy +xz- yz,

(y+z)2 \/_(y+z)2 (y+z)2
"Jx+z Jxx+z \/;\/x+z

Ta co xE[O 1J suy ra Jx =x%;



, L 1
Ap dung bat dang thirc Cauchy ta dugc JiB = 1+B"

chi khi 4=B>0. Vi dy doan diém roi z=y =1z =0 nén kha ning x =x+z va
Y =y *z ]a hoan toan co thé Xéy ra.
2
Ta co: X (y+Z)2 2( +Z)2 vi (yZ+1)2 _( +1)2
1/x(;+z) 2x+z Jy(y+z) 2y+z
2x2(y+z)2+2(yz+l)2+ 2 >(xy+yz+xz+1)z+ 2
2x+z 2y+z  xy+xz-yz X+y+z Xy +xz- yz
Vi diéu kién x,y,2€(0;1] ta luon c6
ﬁ-xXl-yXl-z)ZO@ xy+yz+xz+lzxyz+x+y+z2x+y+z

Dodo P>

P>x+y+z4+——
Suy ra y P——

Ap dung bat dang thirc Cauchy ta co
x* + (y +z) ZZx(y +z)= i’ +y° +2’ ZZ(xy +xz - yz)
Ma x,y,z€[0;1]=> x+ty+zex'+y +z° 22(xy+xz- yz)

= P ZZ(xy +xz - yz)+; >4
xXy+xz- yz
P , N R
Dau bang xay ra khi va chi khi 5 =0

Vay minP =4 dat dugc khi x =y =Lx =0

Bai 11: Cho céac s6 a.b.c€[0:1], Tim gia tri 16n nhat cia biéu thirc
a b c
= +
l+bc l1+ac 1+ab

+ abc

Loi gidi
Khong mat tinh tong quat ctia bai todn, ta c6 thé gia sir 0 <c <b <a <I
a b c 1 b c 1 N b+c

Taco P = + + +abc < + + +bc <bc +
l+be 1+ac 1+ab 1+bc 1+bc 1+bc 1+bec 1+bc

b+c
1+bc

<1

Tu giéthiétta duoc (- M- c)=0e 1-be=b+c >0

1 X 1
Suy ra Asb0+1+1+b .Pat t=l+bc=> 1<t <2, Xétham so /(9 =t+;;t€[l;2]
o - D¢

1 \ L
Taco /(1) =1- 5 =0¥r&[:2] suy ra f() dong bién tren [1:2] = 70 </ =3

Al s oe1s L, o 1R , ) .
Vay gia tri 16n nhat cta biéu thuc P la — khi a =b =c =1

2.3.4. Swr dung bat dang thirc co' ban dé danh gia lam giam s0 bién ciia bai ton

x C6 nhiéu badi todn tim cyee tri cua biéu thikc ta chi can sir dung cdc bién doi co ban
da lam giam dwoc s6 bién. Tuy nhién bai todn cwc tri c6 dang phdn thirc ta phdi siv
dung cdc bat dang thire dé danh gia méi lam giam dwoc sé bién ciia bdi todn.

x Cdc bat dang thirc hé qud thurong ding



Hé qua I: Cho @.b€R taco a+b) >4ab

Hé qua 2: Cho .b>0 tacd o’ +b’° z@ >a’h +ab’
A , , 11 4
Hé qua 3: Cho ¢.b>0tacd —+,=
a b a+b
Hé qua 4: Cho @.b,c€R tacd a*+b” +¢° (a+b3+0)2 >ab +bc +ca

Hé qua 5: Cho a.b.c€R ta cd (b +bc+ca¥ =3abcla+b+c)

11 1 9
H¢ qua 6: Choab0>0taco—+ +—=>
b ¢ a+b+c
He 17 Cho a.6>0 vyaab =1 - + L > 2
equa /. 0 4 vaab =zl taco 1+b 1+ Jab

1 1 2
. >0 viab < . . -
Hé qua §: Cho « vaab <l taco 7. * 1., L+ Jab

Nhin xét: Trén diy chi la mét s6 hé qua tiéu biéu thuong sik dung dé tim cuec tri
bang cach don bién, ngoai ra ta co thé sw dung cdc hé qua khdc hoac cac bat
dang thirc khdc. Ung dung cdc hé qua trén dé giai cac bai todn sau day.

Bai 1: Cho cac sb thuc a.b.c €[1:2]. Tim gia tri nho nhét cia biéu thuc:
_a*+b*+2ab
¢* +4(ab +be +ca)

Loi giai
Ap dung hé qua 1 G+bY =4ab
@ +b’+2ab G +b)
A +4lab+be+ca) E +acla+b)+@+by
Do a.b.c€|[1;:2| nén a+b #0, chia tir va mau ctia M cho G +bY ta dugc:
1 _ 1
244+l voi 1 =

Taco P= =M

M =

2

+4

c
a+b

c
L4h a+b

] Xétham sb f(f) =

V&i a.b,ce|;2] va t =——= 1€
a+b

Padre] Ty
-2Q+2) 1 ) 1
Taco /()= (tz+ 4;+1Y<0 Vte[z;l] = /() nghich bién trén [Z;l]

= fO)=f() =z Vre| 20| hay P>

Vay MinP =g, gia trj nho nhét dat dugce khi @ =b =1va ¢ =2

Bai 2: Cho cac s6 khong am a, b, ¢ thda man ¢>0 va a*+b* =clc- 1. Tim gi4 tri

2 4% +c?
nho nhét cua biéu thue: P Sl
G+b+c)

Loi giai
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Nhin xét: tir gid thiét ta nhdn thdy cdc bién a va b ¢é tinh chat déi xirng, do dé

dé gidi bai toan ta si dung @ +5* > . oY
2
(a+b)2_|rc2 a+b)
4 2 —_— c b}
P = = >0
Taco: P20 vy " (awp P V€
2 +1
C

A+ . , 1 3 1
Vi hai s6 thuc x, ytiy y, tacd x° - xy+y° :Z(Hy)z +Z(x- yY zz(x+y)2,

T gia thiét ¢ >0 va a* +5° =clc- 1) sir dung danh gia trén ta thu dugc

¢t =c+a’+b° =c+(a+bXa2- ab+l)2)20+(a;b)3 >2 C'(a-:lb)} = 0Sa+b <l.
c
a+b t*+2
5t ¢t = =>0<t<l(via,b=0 vic>0). Khidd P>——
bat (vi va ¢>0). Khi d6 1)

, 2 +2 t-2
¢ ham s6 () =2 tcen lo: S 1) =<0 welo:
Xét ham so /(1) A trén [0;1], ta c6 /(0 AR R te|o;1

ST 3
Do d6 /() 1a ham sb nghich bién trén [0;1] = f(5) = (1) =5, ve ;1]
Hay P Z%, Va,b,c 20 thoa méan ¢>0 va a’+b° =clc- 1),

. 3 . -
Vay MinP =g 8ia tri nho nhat dat dugc khi @ =b =lc =2

Bai 3: Cho x.».z =20 thod man *+»+z>0_ Tim gia tri nho nhat cua biéu thic

p :x3 +y° +162°

(x+y+z)3
Loi giai
3 3 3
Taco P=|—> | + Y +16 z
X+y+z x+y+z Xx+y+z
3 3 3
{ A ? 14 1 + 1
Ap dung hé qua 2 ta céd + Y S A B p—
X+y+z X+y+z 4lx+y+z 4 X+y+z
3 3
z
Do d6 le 1- +16 ,DéttZ—:te[O;l).
4 X+y+z X+y+z i X+y+z

Khi d6 P 2%(1' t¥ +16° . Xét ham s /(0) zi(l- t¥ +16° trén [0;1)

1
t=—el0;1)
. 189" +6¢- 3 . ’
Taco f'(0) =y = () =0 = .
¢ =- 7ez[o;l)
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Lap bang bién thién suy ra /() = f

1 16 16
—|=—_VYrelo:) > P>F(t) >—
9] 81° | S0 =g

) 16 ., . , £ :
Vay MinP TR tri nho nhat dat dugc khi x =y =4z

Bai 4: Cho x, y, z 1a ba s6 thuc thudc doan [1:2]. Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc
G+y)

P =
2(x+y+z)2- 2(x2+y2)- z*

Loi giai
Nhén xét: Ta chi can bién doi 26+ y +z¥ - 202 +32)- 22 =27 + 4G+ )z + dxy

G+y) _ Gyy

AP = =
Taco 2(x+y+z)z-2(x2+y2)- z’ 22+4(x+y)z+4xy
2
X,y
7+7
G+ y) z
Ta co 4xys(x+y)2.Dodé P = 2+4(x+ )y+(x+ )2 = 2
z r= Y 144 242 4] 24 Y
z z z z
~ x y N\ A . /4 14 2
bat 1 =—+=_vi %),Z thudc doan ;2] = r€(1;4]. Khi d6 ta co P >
z z 1+4t+¢

2

t

J4 \ — n 1_4
Xét ham f(¢) it trén { J

o A2 . N A aA 4
Ta co f'(O)= ~= [(®>0_ vie[i4]. Suyra /() 1a ham sé ddng bién
(1+4t+t )z
1

trén [L4]. Do do /(0 = /() =5, Vreli4] hay P2, vry.zeli2)

r ., . , £ . \
Vay MinP =g gid tri nho nhat dat duoc khi x =y =1 va z=2

‘. .z i L2 2 L
Bai 5: Cho céac s6 thuc @.b.¢>0 thoamanc—2=?+b—2.T1m gia tri nhd nhat cia biéu

a b c

ror P = + +
thlIC. b+c a+c Ja2+b2+02

Loi giai

a
C

o |

P= + + !

Vic>0 dodotacod b a \/
—+1 —+1
C C

2 2

+1

b

c

a

c

a b Coas 1A , . \
bat X=2, VS = x,y>0 (vi ab,c>0) khi d6 biéu thirc P tré thanh
p=—2_+ 2 4 !

y+lox+l x4 y7 41

A gRe enoak, L _2 2
Bién doi gia thiét Tt thu dugc
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2 2
Ta co x*y’ =22 +yz)2(x+y)2 = Xy =x+y
va XX+ 2 +1=G+y) - 20y +1 <G+ p ¥ - 2Ge+9)+1=G+y-1F (1)
Talaico G+ yF =4xy =4G+ y)= x+y =4 2) (vixy>0)

T (l)va(2) = x> +y* +1 <x+y-1

Bién doi biéu thirc P, ta thu duoc

X y 1 1 1 1
P+2= +1+ tlr—— =G+ yp+1 + +

y+l x+1 Jx?+yt+l g {X"‘l v+l 7 +1

4 1 4 1
r hé aud 5. P+2 =0+ y+1) + = P>2- +
Tir k¢ qud 3, ta co: 4 x+y+2 x+y-1 x+y+2 x+y-1
Dﬁtt=x+y2t24_D0d(’)P22-i+—1
i t+2 t-1
e pn K 4 1 o )
Xétham sb f(1) =2- ——+—— trén |4+
t+2 t-1
3G - 4)

Taco /') :m =0, Vie l4;+oo) va f'(()=0e1=4 (vi € {4;+oo))
Suy ra /() 12 ham s6 ddng bién trén |4;+o0)

> f(0) =1 (4) :g, Vi €|4+00) hay P = £ (1) 2%

S T, ,
Vay MinP =§ gia tri nho nhat dat dugc khi a =b =2c

Bai 6: Cho cac s6 thuc duong x, y, z thay d6i1 thoa man diéu kién x+2y- z=0,
X, y L +2y

b M4 . 2 /( a . /‘1 4 . P =
Tim gia tri nho nhat cua biéu thuec: 0p+z xtyrz 2x+dy

Loi giai
xX+y+z<2x+3y
10y+z<x+12y

X, h% +x+2y> X Ly +x+2y

Tacd x+2y-z=20e z<x+2ye 1

5 P = >

Do 46 10y+z x+y+z 2x+3y x+12y 2x+3y 2x+3y
X Y43
L ps ¥ +x+3y: y o,
x+12y 2x+3y Y 2543
y y
Dt 1 == (>0 Khido = P>——+-2
: y t+12 2t+3

1 t t+3
Xétham so f(1) =——+

& (0;+00)
(412 243 e
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t=2¢€ (0;+oo)

12¢ = f'(H) =0 = (¢ +12F =401 +3) ;=

. e ) 3
Taco J' O =007 " Greay

- E & (0;+oo)
5
. J i 6 6
Lap bang bién thién suy ra f(¢) >1(2) == Vi€ 0;+0). Suyra P =

. 6 ., ., :
Vay MinP =>,gld tri nho nhat dat dugc khi x =2y.z =4y

Nhén xét ta c6 thé coi P la ham cia z va x, y la tham s6 va xét ham P(z) trén
©;x+2 yJ

Bai 7: Cho céc sb thuc duong g, b, ¢ thay doi thoa mén diéu kién @ =b,a =c¢ . Tim
a + b . c
5a+b+c) 5a-2c Sa-2b

gia tri 1é6n nhat cua biéu thac: P =

Loi giai
b c
1 a a
Via>0 dodo P = + *
1424¢] 5-2¢ s5.20
a a a a
b
x=—
Pat a=>x,y€(0;1] vi a,b,c >0 y3 a =b,a >c,
: C
y ==
a
Khi d6 biu thire P duoc viét lai nhu sau: P ==———+———+—
1 dO Dbicu thuc uQcC vietl 1al nhu sau: 5(1+x+y) 5_2y 5- 2y
:>2P-2:#+(2x+2y-5 ! + !
SA+x+y) 5-2y 5-2x
Taco ——+— > ° 3 2x+2y-5<0,Vr,ye @]
AC0 5 ox 5-2y 10-2x-2y VAT Y=
4
s oP-2<— = 4+0Qx+2y-5)— "~
Do 6 5(1+x+y) 4 10- 2x- 2y
2 5
P < + -1
hay 5(1+x+y) 5-x-y
pit t =x+y = 1€02] vi x,y©;1].
Khi d¢ e
idotacod ” 5(z+1) 5-¢
At ham s& [ (¢ -1 0;2
Xét ham so f () = 5(1 1) 5.7 trén ©;2]

25(z+1)2-(t-5)2_ 24> +60¢
5G+1PG-5F 5G+1PG- 5y

Do d6 /() 1a ham sé ddng bién trén ©02]= 1) <f(2) =, vte ;2]

Taco f'(t) = >0, Vte (0;2]

14



11 L. . ) o e A ‘A
hay P SE, v&i moi @,b,¢ >0 théa man diéu kién a =b,a =c,

mnm ., .., £ .
Vay MaxP =158l tr1 16n nhat dat duogc khi a =b =c

Bai 8: Cho ba s6 thuc duong X-7-Z thda mén 0<x<y<z. Tim gia tri nho nhét cua

X'z y* 2 +15x°

i rc: P= + +
biu thi: yz(xz + yz) 220z + y2) X'z

Loi giai
3 3
X Yy )
Taco p=—2) 4 1Z) L|Z +1—5.D.'th
XY XY o\x z
y z 'y z X
cz P, = O
P=4 :%;b :%;c :§:> {(1/)(: 1
- - ] = 1
3 3
Dodé: P=—*+ b 42,15
a+b a+b C
A abla+b)  , 15 _, 16
Apdung hé qua 2, tacO P=———+c +—=c" +—
p ) g ¢4 ’ a+b C c

, 16 16
Xét ham sd f() ::2+7 trén (3+0). Ta cé f'(c) =2c- 2= (=0 =2

Lap bang bién thién suy ra f(c) = £(2) =12, Ve € (;+o0)
1
, a=b=—
Vay MinP =12 gia tri nho nhat dat duogc khi V2 hay 2x=yv2 ==

c=2

Bai 9: Cho «.b.¢ 1a cac s thuc duong thoa méin Va- ¢ +b- ¢ :\/a;b. Tim gia tri
a b c ¢’
+ +

nho nhat cua biéu thac: P = —
b+c c+a a+b a +b

Loi giai
Dg:it a =x.c;b :y.c;(x,y >1)
Thay x =1 véo gia thiét ta c6: vb- ¢ =v/b = ¢ =0 (khong théa man gia thiét)
Tuong ty ¥ =1 ciing khong thoa man .
= x>1y>1 thay vao gia thiét ta co:
Nx-1+,y-1 :\/E@ xX+y- 2+2,/G- IXy- l)zxy
S x-x-y+1- 2/G- IXy- D+1=0s (JG- IXy- D- ly =0
< ./G- IXy- D=le Xy =x+y 22\/52 xy =4

Mat khac
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X y 1 | x ¥’ | 1
P = + + +— - = + + +
v+l x+1 x+y x +y° xy+x xy+y x+y (x+y)2-2xy
G+ ) 1 1
+ +
2xy+x+y x+y (x+y)2-2xy

Hay P>ﬂ+i+ 1 _(Xy);-I_Q(xy)z "‘3)0"3

= P>

3 xp x°yi-2xy - {(xy)2 - 2ny
£ -2t +3¢t-3
bat ¢t =xy;t 24 khidotacd P= =7 2)

-2
Xét ham sé /(1) %é—”t)* trén [4;+0)
: ’f'(t):r 40+ +60- 6 _£G- 4+ +6(- 4)+18
40 36 - 2) 3 - 20)

Suy ra ham sé /(©) ddng bién trén |4:+). Do dé: min f(1) =/ (4) =2,

>0,Vt >4

4
A inP :_ 1 =y =2 =h =2
Vay minP =" khi x =y =2 hay a =b=2c

Bai 10: Cho @5.<1a cac sb thuc duong thda man: « b 2c. Tim gi4 tri nho nhat ciia

(2 +c2)\/ab+bc+ca

abcla +b +c¢)

biéu thirc: T =

Loi giai
bat a =xb;c=yb= 0<y =<l =<x

Khi do ;e Wy G freyew

xy(x+y+l) a 2xy(x+y+l)

S>1
at S =x+y; P =x 1j0<y<l=<x= =2 0<P<S-1
bat U VRS {(x Xy-1)<0

5 _S's+pP) _ 5*0s+pP)
bt S (P) = oy acd [P ="y
Do d6 f(P) 1a ham sé nghich bién trén (0;5 - 1]
= [(P)2/(S- 1)—5(525 )i) vPe©:5- 1], Xét ham sb (5) %fi# Vi §>1

(s- 2Xs? +25- 1)
5 g'(S) = = g'(8)=0= S =2 (vj
Taco &'(S) D) g'(S) (vi $>1).

<0,vPe(;S- 1]

. X . 4
Tu bang bién thién suy ra g(S) >g(2) =3 VS € (;+00)

Do do ta c6 T 27 (P) 2/2(5) 2:/22) :%_

. 2 e 4. X )
Vay MinT :ﬁ , gia tri nho nhat dat dugc khi x =y =1 hay a =b =c

Bai 11: Cho *-7-Z 13 céac sb thyc duong thoa méan: »*+y*+z* =1 Tim gia tri 16n
Xy oy x3y3 +y3z3
+2° 1+x°  24x7

nhéat cua biéu thuc: P :1




Loi giai
Nhin xét: Bai 11 khi ta thay gid thiét x> +y* +2* =1 vdo biéu thirc P thi P la mot
biéu thirc dong bdc. Tuy nhién néu chi sit dung cdc bién doi dai sé thi ta van chua
lam giam so6 bién cia biéu thire. Ta can sir dung cdc hé qua dé danh gid biéu thirc

Ta cé WL Yy Xy + Vz
aco 1,7 1+x7 C+2)+ (2 +22) 24y )e 24 22)
xy . yz Xy yz
= + < +
1+2 140 2 [+ 2 )2 +22) 262 4y N2+ 2?)
xy yz 1| X ¥’ 1 ) z?
= ot Pl 2t 2 | Yl =2 2t 3 2
I+z° 1+x" 4({x"+z= z +y 4l x"+y° x +z
2 2 2 2
= xy2+ yzzSl 1+ 2y >t 2)’ 2 Sl 1+y_+y_
I1+z° 1+x~ 4 zZ7+y" x4y 4 2yz  2xy
:%+ yzzgl+l Yir
I+z° 1+x~ 4 8lz «x
. 1 'y +y’z2 1 ()cy+yz)3 l{y » }
Talaico x*y* +y°2 == Gy +yz) = >_ LYY
: vy z byt Bl B
3
Vay P<t+ L2020 LIVl pae e =20 X 5 150 (vi xnz>0)
) 4 8lz x) 9%z «x ) z X

. 1 1. 1,
5 P<—+-f- —¢
Khi @6 273" %

: R S
2t ham s& f(t) =—+—t- —¢ trén ©O;+0)
Xét ham s6 f(¢) R trén

I 1
Taco f'(1) N Eﬁ = f{()=0=1=2 (vit>0)
. X . 5
Lap bang bién thién suy ra f(¢) <f(2) Z%, vt € O;+0) hay P <f(t) 5

; LS o
Vay MaxP ==, gia tri 16n nhat dat dugc khi x =y =2 =7

4 4
Bai 12: Cho *-)-Z ]a céc s6 thuc duong thdéa man [f 12 +§=;+2
\ Cr 1 A, .2 , 2y° 27° 3z
Tim gia tri 16n nhat cua biéu thirc: P = -
X +y y+z 2x+z
Loi giai
Tur gia thiét ta co
4 4 4 4 2 2
x+2:[x 2] ez o [X].y +£:2(£ +£:£+222[£ Wz
2 y z X b4 z by z X z z

]E)g]ttzg: >0 (vi x,z>0).

Do do t+2 S+ s 2 Pl <0 G- D12 - 1) <0 &

lSt <1
t 2
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P= —+ A
Taco o [ e 2041
y z z
X X X X
Nhanxe _Z:_Vi—S1:>—Z Matkhacxy,z>02>—l>0
y z zZ z y zZ y z
Lo 1 2 2
, 2 2 -
Dodo | x| ., [Y] 4+ 1+ Y 147
z y z z
Vi P Xét ham s6 f(2) —4-3 trén |
ay 145 Xy 1+ 2t+l. Xe am sb “1es 24l TOD 30
z z
10£° - 4 +2 1
Tacd f'(t) =——7—— <0, Vt€ —;l}
S0= (t+1)2(21+1)2 2
1 . X A 1 1 7 1
Suy ra f(?) 13 ham s0 nghich bién trén 5;1} = f)=f 5 :g,VtE 5;1}
7 ! ! z X
Hay P <— v&imoi ¥,z >0 thoa man 2] +E2=242
6 y z X z

Viy MarP = gid tri I6n nhéit dat duge khi {% =20=

Nhgn xét: Phuong phdp giai dwoc trinh bay ¢ cac myc 2.3.3 va 2.3.4 la phuong
phap thuwong duoc su dung khi giai cac bai toan tim cyc tri cua biéu thirc nhiéu
bién. Ngoai cac phwong phdp giai ¢ trén khi giai bai toan tim cuc tri cua biéu
thitc nhiéu bién ta con su dung cdc phuong phdp sau:

x Phuong phap tzep tuyen

xPhurong phdp dao ham theo timg bién.

xPhwong phdp dung ham dac trung.

2.4. Hiéu qua ciia sang Kkién kinh nghi¢m
2.4.1. Péi véi hoc sinh

x Chon 16p ddi chiing gém 15 hoc sinh 16p 12C1, chon 16p thtr nghiém
gém 15 hoc sinh khéac (16p 12C1 1a 16p chon khdi A), chon hoc sinh trong doi
tuyén hoc sinh giéi mon toan cua trudng THPT Nhu Thanh.

x Chon cac bai tdp da xdy dung & trén va nhiing bai tdp khac trong cac dé
thi thir THPT Quéc Gia nhitng nim gan day. Tién hanh hudng dan hoc sinh giai
quyét cac bai tap da chon.

x Tién hanh huéng dan hoc sinh nghién ctru cha dé “Ky ndng don bién dé
gidi bai toan tim cuc tri cua biéu thire”. Yéu cau hoc sinh viét thanh dé tai, nap
cho gido vién (chi chon hoc sinh trong ddi tuyén hoc sinh gioi).

x Tién hanh kiém tra danh gia bang mot bai 45 phut cho ca ba 16p noi trén.

x Két qua kiém tra: D4i voi nhém hoc sinh gioi két qua bai kiém tra 1a rat
tbt, diém cua hoc sinh déu dat tir loai kha trd 1én, d6i v6i 1op 12C1 két qua dat
dugc tur loai trung binh tré 1€n.
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x D6i v6i chii dé& nghién ctru cia 16p hoc sinh gioi, cac em da thyc hién tét.
Pugc 6n tap cac tinh chat clia bat dang thire, rén luyén ky néng giai bai toan tim
cuc tri ctia biéu thuc nhiéu bién. Poi tuyén hoc sinh gidi nha truong gbém 5 em
tham dy ki thi cap tinh dat mot giai Nhi, mot giai Ba, mot giai Khuyén khich.

x Dang bai tap va phuong phap nay chi c6 hi¢u qua cao v6i hoc sinh kha, gioi.
2.4.2. DPéi véi ban thén va dong nghigp

x D& tai nay c6 thé dung lam tai liéu cho hoc sinh va gido vién trong qua
trinh day hoc mon toan, 6n thi THPT Quéc Gia va thi hoc sinh gidi.

x Tir dé tai ndy c6 thé mé rong va phat trién hon cho dang toan chimng
minh bt dang thtrc, dang toan cuc tri cua bién thirc luong giac, cuc tri trong hinh
hoc. Ung dung trong viéc giai quyét cac bai toan kho vé phuong trinh, bat
phuong trinh, hé phuong trinh v6 ty, hé bat phuong trinh c6 chira tham so.

2.4.3. Péi véi nha truwong

x D¢ tai da va dang duoc ap dung trong hoat dong giang day gop phan
nang cao chat lugng gido duc moén Toan, nang cao két qua thi hoc sinh gioi, két
qud thi THPT Quoc gia cua hoc sinh truong THPT Nhu Thanh.

3. KET LUAN VA KIEN NGHI
3.1. Két lugn

Qua trinh nghién ctru dé tai da thu duoc mot s két qua sau:

x Trong dé tai di nghién ciru vé k§ nang tim cuc tri cia bai todn nhiéu
bién bang phuong phap don bién.

x Xay dung dugc mot hé théng cac bai tap vé tim cuc tri cta biéu thuc
nhiéu bién trong d6 cach giai quyét chinh 13 st dung danh gia bang bat dang thirc
co ban dé 1am giam sd bién cua bai toan ban dau.

x Nghién ctru co sé 1y luan vé k¥ ning day hoc ndi chung va cac ky niang
co ban day hoc mon toan néi riéng.

3.2. Kién nghi

Sau khi téng két thuc nghiém su pham, chiing t61 c6 mdt s6 dé xuét sau:

x Gido vién nén thay d6i phuong phap day hoc ctia minh dé phu hop voi
ting d6i tuong, timg ndi dung bai hgc. Gido vién huong dan hoc sinh tw hoc, tu
nghién ctu, dé tao ra nhirng san pham hitu ich gitp cac em c6 mot lugng kién
thire va k¥ nang t6t dé chuan bi cho cac ky thi.

x Nha truong, cic to chuyén mon can khuyén khich hinh thuc, tuy hoc tu
nghién ctru, hgp tdc nhom cua hoc sinh theo sy huong dan cua gido vién, tur do
tao diéu kién cho gido vién va hoc sinh hop tac lam viéc nham cai thién chat
luong hoc tap gitp cac em co6 mot nén tang kién thirc that sy viing chéc.

XAC NHAN CUA THU TRUONG DON VI | Thanh Hoa, ngdy 22 thang 04 nam 2016
T6i1 xin cam doan day la SKKN cta minh viét,
khong sao chép ndi dung ctia ngudi khac.

Nguyén Bd Long
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